UNIDAD | 


CONJUNTOS, LÓGICA E INDUCCIÓN MATEMÁTICA, 


Los números se clasifican en: 


Ww 
ENTEROS NO NEGATIVOS 


o 
W 
2d 
z 
la 
PR 
< 
2 


NEGATIVOS 
COMUNES 


ENTEROS 


RACIONALES 


DECIMALES 


FRACCIONES 
zZz 


N 
O 
[12 
W 
2 
po) 
z 


(a) 
[e] 
5 
u 
=- 
Q 
2 
Q 
$) 


pe] 172) 
Lo 172] o 
BE £ 5 
D > ES 
O © 
2e 282 
9 2 
o] £ è] 
<í ía] 
a G 2 2 © 
Q aa < z= 
gl lš] |z S| (6 
a 2 = a a 


positivos 
negativos 


IRRACIONALES 


IMAGINARIOS 


9999 


taty 
q N 
eN 4 Y 
Nrin 
$ +t 
Elan 
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ING SAUL CHARQUEÑO V. 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS 


a NÚMEROS NATURALES: N 


CONCEPTO: Es el conjunto de los números que sirven para contar. 


N 


285 542 542 228 279 613 901 563 566 102 164 008 326 164 238 644 702 889 199 247 456 
602 284 400 390 600 653 875 954 571 505 539 843 239 754 513 915 896 150 297 878 399 
377 056 071 435 169 747 221 107 988 791 198 200 988 477 531 339 214 282 772 016 059 
009 904 586 686 254 989 084 815 735 422 480 409 022 344 297 588 352 526 004 383 890 
632 616 124 076 317 387 416 881 148 592 486 188 361 873 904 175 783 145 696 016 919 
574 390 765 598 280 188 599 035 578 448 591 077 683 677 175 520 434 074 287 726 578 
006 266 759 615 970 759 521 327 828 555 662 781 678 385 691 581 844 436 444 812 511 
562 428 136 742 490 459 363 212 810 180 276 096 088 111 401 003 377 570 363 545 725 
120 924 073 646 921 576 797 146 199 387 619 296 560 302 680 261 790 118 132 925 012 
323 046 444 438 622 308 877 924 609 373 773 012 481 681 672 424 493 674 474 488 537 
770 155 783 006 880 852 648 161 513 067 144 814 790 288 366 664 062 257 274 665 275 
787 127 374 649 231 096 375 001 170 901 890 786 263 324 619 578 795 731 425 693 805 
073 056 119 677 580 338 084 333 381 987 500 902 968 831 935 913 095 269 821 311 141 
322 393 356 490 178 488 728 982 288 156 282 600 813 831 296 143 663 845 945 431 144 
043 753 821 542 871 277 745 606 447 858 564 159 213 328 443 580 260 422 714 694 913 
091 762 716 447 041 689 678 070 096 773 590 429 808 909 616 750 452 927 258 000 843 
500 344 831 628 297 089 902 728 649 981 994 387 647 234 574 276 263 729 694 848 304 
750 917 174 186 181 130 688 518 792 748 622 612 293 341 368 928 056 634 384 466 646 
326 572 476 167 275 660 839 105 650 528 975 713 899 320 211 121 495 795 311 427 946 
254 553 305 387 067 821 067 601 768 750 977 866 100 460 014 602 138 408 448 021 225 
053 689 054 793 742 003 095 722 096 732 954 750 721 718 115 531 871 310 231 057 902 
608 580 607 


Esta es la lista de los 1332 dígitos (separados en tercias) que forman el mayor 
número primo conocido a principios de los años 60, al día de hoy se conocen algunos mucho 
mayores. Gracias a la expresión de Mersenne podemos encontrar algunos números primos 


mediante 2” —1 donde p, se ha probado para 2,3,5,7,13,19,31, 61, 89, 107, 127, que 
también son primos; el número listado pertenece al valor de p = 4423. 
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+ NÚMEROS ENTEROS Z 


e CONCEPTO: 


Es el conjunto de los números positivos, negativos y el cero. 


4 NÚMEROS RACIONALES: Q 
CONCEPTO: Es el conjunto de los números que se escriben de la forma a siendo b, diferente de cero. Cuando 


este cociente se efectúa se da lugar a los racionales fraccionarios decimales, mientras no se efectúe, se 
tendrán los racionales fraccionarios comunes. Checar clasificación. 


Los racionales fraccionarios comunes se dividen en propios, impropios, mixtos y nulos, y los racionales 
fraccionarios decimales se dividen en exactos y periódicos. 


0-ijano 25540) 


— 
uu 


PROPIEDADES DE LOS RACIONALES 


e PROPIEDAD DE EQUIVALENCIA: Dos números racionales son equivalentes cuando al graficarse en la recta 
numérica coinciden en el mismo punto. 


e PROPIEDAD REFLEXIVA: Todo racional es igual a sí mismo. 
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PROPIEDAD SIMÉTRICA: Si un racional es equivalente a otro racional, entonces el segundo es equivalente al 
primero. 


PROPIEDAD TRANSITIVA: Si un primer racional es equivalente a un segundo racional y este segundo es 
equivalente a un tercer racional, entonces el primero y el tercero son equivalentes. 


PROPIEDAD DE ORDEN: Así como el conjunto de los números naturales y los enteros, este conjunto de los 
números racionales también se puede ordenar en la recta numérica. 


PROPIEDAD DE DENSIDAD: Siempre es posible hallar otro número racional en medio de otros dos racionales. 
Por lo tanto, podemos decir que existe una cantidad infinita de números racionales dentro de un intervalo de la 


recta numérica, sin embargo, este intervalo no es cubierto completamente por números racionales, existen 


pequeños “huecos” que son ocupados por otro conjunto numérico llamado números irracionales. 


1 

96 

O1 1 1 1 1 
48 24 12 6 3 


REPRESENTACIÓN DE RACIONALES EN FORMA DECIMAL: 


Como se vio en la división de naturales, esta se puede expresar de tres formas, dos de las cuales son las siguientes: 


= 413 És $ =0.75 


a 


> 


0.636 


> ue 11 P 172083 


a 
11 040 
070 
040 


A los racionales que tienen división exacta, es decir, residuo cero, se les llama racionales puros. 


Los racionales que no tienen división exacta, y se repiten sus cifras por periodos, reciben el nombre de racionales 
periódicos. En algunas divisiones es difícil encontrar claramente el periodo, pues éste aparece ya avanzada la división, o este 
consta de muchos dígitos, por ejemplo la división de 1 / 23 que es: 0.043478260869565217391304347826087, en el cual 


puede observar que tiene un periodo de 22. 
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NÚMEROS IRRACIONALES: 1 


Y” CONCEPTO 1: Es el conjunto de números que no tienen raíz exacta 


Y” CONCEPTO 2: Es el conjunto de números cuya representación decimal es aperiódica. 


«2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766"7973798 Nota: Los 
3 decimales 
la = 1.58740105196819947475170563927230826039149332789985300980828576181 de lo 
ejemplos 
T = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459234 anteriores 
NO tienen 
e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957406696762"771 fin. 


141592653589793238462 
643383297502884197169399375105 
820974944592307816406286208998628034 
8253421170679821480865132823066470938446 
09550582231725359408128481117450284102701938 
52110555964462294895493038196442881097566593344 
6128475648233786783165271201909145648566923460249 
141273724587006606315588174881520920962829254091715 
3643678925903600113305305488204665213841469519415116 
09433057270365759591953092186117381932611793105118548 
074462379962749567351885752724891227938183011949129833 
673362440656643086021394946395224737190702179860943702 
77053921717629317675238467481846766940513200056812714 
52635608277857713427577896091736371787214684409012249 
53430146549585371050792279689258923542019956112129 
0219608640344181598136297747713099605187072113499 
99998372978049951059731732816096318595024459455 
346908302642522308253344685035261931188171010 
03137838752886587533208381420617177669147 
30359825349042875546873115956286388235 
378759375195778185778053217122680 
66130019278766611959092164 


El numero “Pi” es la relación entre las medidas de una 


circunferencia y su diámetro. Puede comprobarse que 
estas NO siguen ninguna pauta periódica. 
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4 NÚMEROS REALES: 


Y” CONCEPTO 1: Es el conjunto de números cuya representación decimal es exacta, periódica o aperiódica. 


Y” CONCEPTO 2: Conjunto de los números que resulta de la unión de los números racionales y los números 
irracionales. 


(QUI)=R 


e PROPIEDAD DE COMPLETES 


Todo número real se puede representar con un punto en la recta numérica; y cada punto de la 
recta numérica es un número real, es decir, existe una correspondencia biunívoca (un punto por cada 
número real) entre el conjunto de puntos de la recta real y el conjunto de los números reales: no sobran 
puntos, ni sobran números. Se dice que el conjunto de los números reales, tiene la propiedad de ser un 
conjunto completo. 


1 11 
-49 -47 3.1725 168 4 1 v3 4.2 4.4 4.9999 
Ny Y } -2.63  -v2 \WZ BZyYS m xY Y 
€—— A On E S S S S E S A A SA SA S A E E E ===> 
-5 4 3 2 -1 0% 1 2 3 4f 5 
-4.85 0.3 4.3 45 
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EJERCICIOS: 
xP CQo—————————————— A _______________ A <á<=—— E ——______—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—— 

e Ejercicio de clasificación de los números. 

1. Números que sirven para contar 

2. {-%,...,-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ..., o) 

3. Resultado de la división 5/% 

4. v5 
5. Todo racional es igual a si mismo: Propiedad 
6. Resultado de la división 82/0 
7. Conjunto de números que resulta de la unión de números reales e imaginarios 
8. Siempre hay un número racional en medio de otros dos racionales: Propiedad de 
9. Resultado de la división %/% 
10. Conjunto de números que resulta de la unión de números racionales e irracionales 


9 


10 8 


Sitúa cada elemento en el lugar correspondiente 
15/ Za 0/ .3 ./5 10 8 
lo O la N3 y5,-10.12, 78, 0.121212....,7, z’ T, — 


Naturales = , ; , 5 > 


Enteros = P f , , , 


Irracionales = , , , s , 


Racionales = j 3 , , , 


Reales = : n , , , 


Racionales, pero no naturales = ; ; > , i 


No pertenece a los Reales = ; ; y , , 


Reales, pero no enteros = ; 5 ; , , 


Imaginarios , ; ; , , 
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Sitúa cada elemento en el lugar correspondiente 


A=)-8,13,,% TT 2.32, 599, 0.2364364.... —., 8/15, 8 
q 4/07 "6 


Naturales(N): , ; , , ; , , , , 


Enteros no Negativos (W): ; ; ; ; , ; i 


Enteros (Z): ; a; > j i i , ; 


Racionales (Q): ; ; : ; ; , , ; ; 


Irracionales (l): ; ; 3 ; ; , , , , 


Reales(R): , 3 , , s , , , , 


Enteros, pero no naturales: , ] ; ; , , , i , 


Reales, pero no enteros: ; ; ; ; , A ; i , 


Racionales, pero no naturales: > ; ; ; , , , , 


Imaginarios , , , ] , , , , , 


Sitúa cada elemento en el lugar correspondiente 


A=(6, 4, 4,0% „JT 123,99, 0.6161..... 32, Y 1/25, 27% , J216.) 


Números Naturales = ; ; i , ; , f y 


Números enteros no negativos = ; ; ; ; , i ; 


Enteros = j ; , , , ; ; ; , 


Números racionales = , ; ; j ; 3 j ; ; 


Números irracionales = , ; ; ; i ; j ; ; 


Números Reales = , , ; ; , , , ; f 


Reales , pero no enteros = ; i 7 , , , i y , 


Imaginarios , j , , i , , , , 


Señala todos los conjuntos numéricos a que pertenece cada uno de los siguientes números. 


NUMERO N|Z|Q|W: I R 
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Relacione los conceptos de la parte inferior, colocando dentro del corchete el número que corresponda al enunciado 
correcto: 


Son aquellos que pueden expresarse mediante un cociente: 


Son aquellas expresiones cuyo cociente es infinito: CONCEPTOS: 


Es la letra con que se representa a los números imaginarios 
N. Naturales W 


N. Racionales Decimales 


Es la letra con que se representa a los números racionales: 


910 E ve 


Ejemplo de propiedad de orden: 


periódicos 


1 
Es el tamaño del periodo en el cociente de 7 = 


Es un conjunto de números que sirven para contar: 
Es el conjunto de números: 0,1,2,3,4,5,....... oc 


Es la letra con que se representa a los números negativos: 


O OO Sl: 9) 


O. Es la letra con que se representa a los números irracionales: 


Explique con sus propias palabras la propiedad de densidad en los números racionales. 


Explique con sus propias palabras la propiedad de completes en los números reales. 


Dibuje en forma de diagramas de Venn la clasificación de los números, escribiendo símbolos y ejemplos. 


¿Qué es un conjunto y un elemento? 
PPP ¿PP PP PP PPP PPP 


Es la agrupación en un todo de objetos bien diferenciados en el la mente o en la intuición, por lo tanto, estos objetos son 
bien determinados y diferenciados. 


Es la reunión, agrupación o colección de elementos bien definidos que tienen una propiedad en común, este fue inventado 
por George Cantor hace 100 años. Sus conceptos han penetrado y transformado todas las teorías formales y todas las 
ramas de la matemática y de la lógica. 


Como este es un concepto primario, el conjunto no puede definirse; sólo se puede dar una idea intuitiva de el. 


A pesar de su sencillez este concepto es la base de las Matemáticas actuales, ya que, entre otras cosas, sirve para la 
construcción de los números. Sirve además para estudiar las estructuras algebraicas, con las cuales se organizan 
ordenadamente todos los conocimientos matemáticos. 


Ejemplos: los alumnos de un colegio, los números impares, los meses del año, etc., siendo cada alumno del colegio, 
cada número impar, cada mes del año, respectivamente, elementos de cada uno de los correspondientes conjuntos. 
Elemento es cada uno de los objetos por los cuales esta conformado un conjunto. 
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NOTACIÓN Y SU USO 


A la Iv IVA 


| 


112 


¿ 


Q 
N 
E 
Q 


I 


menor o igual que € |pertenece . por lo tanto 


mayor o igual que Ra no pertenece EH porque 
mayor que contenido o igual | 3  Jexiste 
menor que contenido o igual para todo 


mucho menor que D contenido T suma 


n= =- 


[diferente de | de no esta contenido | TI [producto 


idéntico o | 2 [conjunto vacio. | vacío raíz enésima 


aproximadamente igual E conjunto vacio EE además 


[semejante | [O [unión unión | Y | factorial 


infinito hal intersección OA intervalo abierto 
proporcional a ó, disyunción intervalo cerrado 
natural EN y, conjunción EIN intervalo semi abierto ó semi cerrado 


EN ES complemento EAN intervalo semi abierto ó semi cerrado 
racional A tal que A implica b 


entero. |: [razón . |a<=b|Bimplicaa 


irracional roporción e y solo si 
só (a implica b y b implica a) 


imaginario 


Todo conjunto se escribe entre llaves [ } y se le denota mediante letras mayúsculas A, B, C, etc., sus elementos se separan 
mediante coma. 


Ejemplo: 


El conjunto de las letras del alfabeto; a, b, c, ..., X, y, zZ. se puede escribir así: L= { a, b, C, ..., X, y, Z} 


En teoría de conjuntos no se acostumbra repetir los elementos por ejemplo: 


El conjunto F= {X, X, X, y, y, z ) simplemente será F= { X, y, Z ). 


Al número de elementos que tiene un conjunto Q se le llama CARDINAL (ó cardinalidad) DEL CONJUNTO y se le representa 
por n(Q). 


Ejemplo: 
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= {a,b,c,d,e} su cardinal n(A) = 


5 
F= (x,x,X,y,y,z) su cardinal n(B) = 3 
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¿QUÉ ES LA RELACIÓN DE PERTENENCIA? 
Es la relación que existe entre un elemento y un conjunto. Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto 


se usa el símbolo: 


€ , Se lee “pertenece al conjunto...” 
así, un elemento pertenece al conjunto señalado, y se representa de esta forma: 


v Ejemplo: A = {x/x es dedo de la mano} , entonces meñiquee A 
Cuando un elemento no esta en el conjunto dicho elemento no pertenece al conjunto, y se representa de la 
siguiente manera Z , se lee “NO pertenece al conjunto...” 

Y Ejemplo: A = {x/x es mes del año} , entonces índices A 


Y Ejemplo:  SeaM=(2,4,6,8,10)  2e€M ...se puede leer: 2 pertenece al conjunto M 


5 e M ...se puede leer: 5 no pertenece al conjunto M 


¡-——————__-——--—_-_===--=====—=—=4A4A44AA=4AAAAA | 
¿Cuáles son las formas de determinar (EXPRESAR) un conjunto? 


Un conjunto puede determinarse de varias formas: 


4 Por extensión: escribiendo dentro de una llave los nombres de los elementos del conjunto. Es aquella 
forma mediante la cual se indica cada uno de los elementos del conjunto. Se llama también, por 
enumeración o por lista. Si la cardinalidad del conjunto es infinita se colocan tres puntos suspensivos, pero 
es importante observar que para los R No es posible esta representación. 

Ejemplos: 

C = (Enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, julio, agosto, septiembre, octubre, noviembre, diciembre) 

e A=(6,7,8,...) 

B = (-9,-7,-5,-3,-1) 


Por comprensión: escribiendo dentro de una llave una propiedad característica de los elementos del 
conjunto y solamente de ellos. Es aquella forma mediante la cual se da una propiedad que caracteriza a 
todos los elementos del conjunto, de preferencia se escribe un texto que defina todo lo necesario, pero es 
valido usar alguna simbologia de forma auxiliar. 

Ejemplos: 
e El conjunto de los meses del año se nombra: (meses del año), o bien, de esta otra forma: 
{x/x es un mes del año), que se lee: conjunto de elementos x tales que x es un mes del año. 
e P = {x/x son los números dígitos) 
e Otra forma de escribir es: P = {x / x = dígito ) se lee “ P es el conjunto formado por los elementos x 
tal que x es un dígito “ 


e D=(x/x= día de la semana} 
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4 Por Notación constructiva: es una forma por comprensión, pero se caracteriza por tener un lenguaje 


netamente simbólico matemático. La forma general de la notación constructiva. 


A= { x| x tiene la propiedad p } 


A es el conjunto de 


Los elementos x X tiene o es 


Ejemplo: 
El conjunto E= { x | x es un número natural mayor que 6} , se puede escribir : 


E={x/xļ)6axeN, ó  E=1x/x>27yxeN) 


Por diagramas de Venn: Son una forma por extensión. Los diagramas de Venn que se deben al 
filósofo inglés John Venn (1834-1883) sirven para representar conjuntos de manera gráfica 
mediante dibujos ó diagramas que pueden ser círculos, rectángulos, triángulos o cualquier curva cerrada. 


T 


Por medio de una recta numérica. Esta forma se caracteriza porque solo se pueden representar 
conjuntos numéricos. Se esquematiza una recta numérica y se define mediante, puntos rellenos, 

puntos vacios, flechas, barras y puntos suspensivos, el conjunto numérico al que se haga referencia. 
Puede haber algún conjunto numérico que sea preferible representarlo mediante otra forma de las 


anteriores, debido a la imposibilidad de definirlo por medio de una recta numérica. 
-5 -1.5 2 -2 -1 0 1 
E={x/x2-5^axeħR} F=(x/x2-1.51Ax<2,xeR) E=1x/x>=-2nx6€Z) 


+ Por medio de notación de intervalos. Esta forma es usada con mucha frecuencia para denotar 


conjuntos solución, dominios y rangos. Solo se pueden representar conjuntos de números reales. 
Se usan los paréntesis, corchetes, símbolo de infinito, coma ó dos puntos suspensivos. 


E= [5,0) E=|[55..0) F= [-1.52) F= [-1.5..2) 


CONJUNTOS ESPECIALES 


Conjunto Finito: Se denomina así al conjunto al cual podemos nombrar su último elemento Es el conjunto 
con limitado número de elementos. 
Ejemplos: 
e M={x|xes mes del año} 
e  E={x | x es un número impar positivo menor que 10 } 
e N={x | x?=4) 
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+ Conjunto Infinito: Se denomina así al conjunto al cual no podemos nombrar su último elemento. Es el 
conjunto con ilimitado número de elementos. 
Ejemplos: 
e — R=(x|x<6) 
e S=(x | xesun número par} 
e Ejemplo: M=(x | x es número natural) 


4 Conjunto Universo: Se denomina así al conjunto formado por todos los elementos del tema de referencia. 
Es un conjunto referencial que contiene a todos los elementos de una situación particular, generalmente se 
le representa por la letra U. 


Ejemplo: El universo o conjunto universal de todos los números es el conjunto de los NÚMEROS 

COMPLEJOS. 

U. Su grafico es un 
gie rectángulo, esta formado 
Ejemplo: U= {x | x es un animal} ( | por TODOS los 
z \ ) elementos del tema de 
A= {x | X es un mamífero} N Y referencia 
B= (x | x es un reptil) PE 


Universo 


4 Conjunto vacío: Se denomina así al conjunto que no tiene ningún elemento. A pesar de no tener elementos 
se le considera como conjunto y se representa de la siguiente forma: [ } ,Ó también: y 


Es un conjunto que no tiene elementos, también se le llama conjunto nulo. A= y oA={} se lee: “A es el 
conjunto vacío” ó “A es el conjunto nulo * 


Ejemplos: 
e M 


{números mayores que 9 y menores que 5 } 
e  P=(x|x?=-1,x€N) 

e G= {meses del año que terminan en a} F 
e K= {números impares múltiplos de 2} 


4 Conjunto unitario. Es el conjunto que tiene un solo elemento. Es el conjunto que tiene un solo elemento. 


Ejemplos: 

e — F=(x|2x+6=0) 

e G = {meses del año que tiene menos de treinta días) 
Tiene un 


solo 
elemento 


UNITARIO 
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RELACIONES ENTRE CONJUNTOS 


4 CONJUNTOS DISJUNTOS. Se llaman conjuntos disjuntos aquellos que no tienen ningún elemento que 
pertenezca a ambos al mismo tiempo. Dos conjuntos son disjuntos cuando no tienen elementos comunes. 


Ejemplo: Los dos conjuntos siguientes: 
e  {x/x es un número natural) 
e {x/x es un día de la semana) 


son disjuntos ya que no tienen ningún elemento común. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA de dos conjuntos disjuntos: 


Como puedes 
B observar los kl > Cuando no tienen 
A conjuntos A y B no / | ningún elemento 
tienen elementos | | en común. 
comunes, por lo \ ) 
tanto son — 
CONJUNTOS A. B. 
DISJUNTOS 
DISJUNTOS 


+ CONJUNTO POTENCIA: es el conjunto de las partes de un conjunto. Se llama así al conjunto 
formado por todos los subconjuntos posibles de un conjunto dado. Observamos que en él, los elementos son 
a su vez, conjuntos. El conjunto potencia de un conjunto A denotado por p(A) ó pot(A), es el conjunto formado 
por todos los subconjuntos de A. 


Ejemplos: 
e Dado el conjunto: A={a,b,c,d.} Formemos todos sus subconjuntos: 


M=(a), N=(b), P=(c), Q={d}, O={a,b}, R={a,c}, T={a,d}, U={b,c}, V={b,d}, X={c,d}, Y={a,b,c}, Z={a,b,d}, 
L={b,c,d}. 


El conjunto de las partes de A, es decir p(A), será: 
p(A)= pot(A) = {{ }, M, N, P, Q, O, R, S, T, U, V, X, Y, Z, L, A} 


e SeaA={m,n p} Los subconjuntos de A son: 
{m}, {n}, {p}, {m,n}, {m, p}, {n,p}, {m,n, p}, O 
Entonces el conjunto potencia de A es: 


P(A) = { {m},{n}.{p} {m,n}, {m,p} {n.p} {m,n,p},® } 


¿ CUÁNTOS ELEMENTOS TIENE EL CONJUNTO POTENCIA DE A ? 


Observa que el conjunto A tiene 3 elementos y su conjunto potencia, o sea, P(A) tiene 8 elementos, tenemos 
entonces que: 


Dado un conjunto A cuyo número de elementos es n, entonces el número de elementos de su conjunto potencia es 
2n, 
Ejemplo: 
e Dado el conjunto B = {x / x es un número par y 5< x <15}. 
Determinar el cardinal (cardinalidad) de pot(B) , 


Si 5<x < 15, y es un número par entonces B= (6,8,10,12,14) 
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Observa que el conjunto B tiene 5 elementos entonces n( P(B) ) = 2*= 32 
+ CONJUNTOS IGUALES. Dos conjuntos son iguales si, y solamente si, todos los elementos del 


primero son iguales a los elementos del segundo y todo elemento del segundo es elemento del primero. Dos 
conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. 


Ejemplos: 


e E= {x/x es un número natural} , F= {x/x es un número entero positivo} 
son iguales, ya que todo número entero positivo es un número natural. 


e — A=[(x/x?=9) , B={x/(x-3)(x+3)=0} 
Resolviendo la ecuación de cada conjunto se obtiene en ambos casos que x es igual a 3 ó -3, es decir: 
A = {-3, 3} y B = {-3, 3), por lo tanto A = B 


Simbólicamente se define: A=B<«&(AcB)a(BcA) 
+ CONJUNTOS EQUIVALENTES: Son aquellos conjuntos que tienen la misma cardinalidad. 
Ejemplo: 


e E=(x/x221x<3,x E N),F=[(x/x?=9]) 


+ INCLUSION. Un conjunto A esta incluido en otro conjunto B, sí y sólo sí, todo elemento de A es 
también elemento de B. El conjunto A esta incluido en B si todos los elementos del conjunto A pertenecen al 
conjunto B, y se escribe: 


NOTACIÓN : AcB Se puede leer: 
A esta incluido en B, 
A es subconjunto de B, 


A esta contenido en B, 
A es parte de B. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA : 


U. 
O 


Inclusión, o subconjunto 


Propiedades de la inclusión: 


Todo conjunto está incluido en si mismo AcA 

El conjunto vacío se considera incluido en cualquier conjunto YA 

A está incluido en B (A c B) equivale a decir que B incluye a A (B > A) 

Si A no está incluido en B o A no es subconjunto de B significa que por lo menos un elemento de A no 


pertenece a B. (A 7B) 


PIN 


Simbólicamente definida la inclusión: AcBoVxeA>xeB 
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Se lee: 
“El conjunto A esta incluido (es subconjunto de) en B, si y solo si, si para todo elemento x que 
pertenece al conjunto A, entonces x pertenece al conjunto B”, ó 


“El conjunto A esta incluido (es subconjunto de) en B, si y solo si, para todo elemento x que 
pertenece al conjunto A, se verifica que x pertenece al conjunto B”. 


A. Propiedad reflexiva: Todo conjunto está incluido en si mismo. Esto se expresa de la siguiente forma: 
VA> ACA que se lee: “para todo conjunto A se verifica que A está incluido en A”. 


B. Propiedad anti simétrica: Dados dos conjuntos diferentes A y B, si A está incluido en B, B no puede estar 


incluido en A, A+ BA Ac B>B¢4&A , es decir: Si A y B son diferentes y A es subconjunto de B, 
entonces B no es subconjunto de A. 


C. Propiedad transitiva: Si un conjunto A está incluido en otro conjunto B y a su vez B esta incluido en C, 
entonces A esta incluido en C. Por ejemplo, sean los conjuntos: 


A= (a, b, c} B= {a, b, c, d, n} C= {a, b, c, d, n, m}. 


en los cuales se observa con claridad que si los elementos del conjunto A son elementos del conjunto B, 
y los del conjunto B son también elementos del conjunto C, los elementos de A serán elementos de C. 


EJERCICIOS: 


1. Inserta el símbolo e, ¢, O c, ¢ para hacer verdaderas las siguientes proposiciones: 


a) MPAA AA 1.6,...} b) (4 N c)1-1,%,0)___Q 

d) (7/3, 11/3) {1/3, 2/3, 3/3, 4/3, 5/3...) e) 18__ 1 

nwo a 9 10 IA E 

) 2 ) 5 W k) £3,.9,2,-0.175)__0 
) -3.12__Q m) {-4,23_ Z n) 15% w 

ñ) {-2, 0.54, 11/3} _____R o) J7 | P) (45, /16,3.1313..__R 


2. Inserta el símbolo €, # C, Œ para hacer verdaderas las siguientes proposiciones: 


a) 2___{1, 2, 3,4,5, 6) 


b) (1/3) {1, 1/2, Ys, Y...) 
c) -2__{x/x<3} 

d) (1,23) A=(x| -2< x <5, x € Z} 
g= peH 

f) 4 - (321.01) 

9 (3,24) (x/x>1,x€ N} 
h) 4 (x| -4<x<4) 
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A= {x|x es un número entero} 
B= (x|x es un número negativo) 
C= {x|x es un número par) 
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3. De acuerdo a los conjuntos del punto anterior, determinar si los siguientes elementos pertenecen o no a dichos 
conjuntos: -EPCA3EE 


4. Especifique cual de los siguientes conjuntos es finito o infinito: 


(1,2) A 3 B 


:3 A (1,6) C 


(4,5) C 
-3 B 


a) {x/xes un país de América latina} [ FINITO ] 
b) {x/x es un racional entre 0 y 1) [ FINITO ] 
c) {x/x es un entero mayor o igual que un millón} [ FINITO ] 
d) {x/xes un real menor o igual que un millón} [ FINITO ] 
e) {x/xes un numero primo entre 0 y 1} [ FINITO ] 
f) {x/xes un numero divisible entre 2} [ FINITO ] 
9) {x/x es un digito divisible entre 2} [ FINITO ] 
h) {x/x es un entero} [ FINITO ] 
5. Responda: 


¿es lo mismo un conjunto igual que un conjunto equivalente? : 


[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 
[ INFINITO ] 


¿Cuáles son las formas de representar un conjunto numérico? 


¿De que trata el concepto de inclusión? 


¿A los conjuntos que no tienen nada en común se les llama? 


¿A la cantidad de elementos que tiene un conjunto se le llama? 


¿Qué tipos de conjuntos existen? 


¿Cuáles son los conjuntos que son, por definición, subconjuntos de cualquier conjunto? 
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6. Escriba el símbolo adecuado que representa el concepto : ( Repásalos antes de comenzar) 


menor o igual que Pertenece por lo tanto 


E A E 
paran | [romeo | es 
peras | forno | [oa 
peros | [oroo | [soma 
aeea | [oseanen | [pona 
P E 
e | fito] fo 
Natural | [yscomjunción | intervalo semi abierto ó semi cerrado 
Real | [complemento | | intervalo semi abierto ó semi cerrado 
pema | fae | faras 
ew | fa | tt 
(a implica b y b implica a) 


imaginario 
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7. Escribe los siguientes conjuntos en notación constructiva y notación de intervalo: 


¿9 
10 
4 
o$ 
-¢ 
n$ 
vt 


4 
nO 


8. Completa la tabla con la notación correspondiente en caso de ser posible. 


Lista Constructiva 


B=h -3<x<1.5, xez} 


9. Escribe cada conjunto en forma de lista o por comprensión según corresponda, represéntalos en la recta 


numérica, y en notación de intervalo. 
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1) A={x|x<5yxeW} 


2) B=(-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3} 


3) C={x|-10<x<0 y xeN) 


4) D=(x]|-1.7<x<2.4 y xeZ) 


5) E=fx]|-10<x<10 y xesun 
múltiplo de 5 } 


6) B=(4,6,8,10,...) 


7) {x|x24} 


8) (x|-17<x<24) 


9) (x|x<18) 


10) B=(....-3, -2, -1, 0, 1} 
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10. Completa la tabla con la notación correspondiente en caso de ser posible. Represente los conjuntos que falten 
en la recta numérica. 


Lista 


Representación en la recta 
numérica 


Constructiva 


Notación de 
Intervalo 


-2.3 0 


a=k —2<x<2, xez} 


B = fx 1.5<x <4} 


c=- 0, 1, 2, 3, a} 


11. Completa la tabla con la notación correspondiente en caso de ser posible. 


lista Representación en la recta numérica Constructiva 

td -3.2 < x< 3.8} 
{-2, -1, 0,...} 
{2, 4, 6, 8,10} 

<——— O SW 
-4.4 0 2.5 
{xl x< 5.6,x EW} 
12. Completa la tabla con la notación correspondiente en caso de ser posible. 
Lista Representación en la recta Constructiva Notación de Intervalo 
numérica 
A= {2, 3, 4, 5, 6} -2 
da] x < 3.5} 


13. Por notación constructiva enuncia la definición de: 


14. Por notación constructiva enuncia la definición de: 


la diferencia de dos conjuntos A y B. 


la unión de dos conjuntos A y B. 


15. Por notación constructiva enuncia la definición de: la intersección de dos conjuntos A y B. 
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16. Dados los siguientes conjuntos, escríbalos por enumeración o comprensión según corresponda. 
Represéntelos en la recta numérica. 


a) A= hi =2<x<l, xez) 


b) B=x32, 3, 4, 5, 6... | 


c) C=4x| IES xEeN, x es impar) 
d) D=fx| -2<x<6) 

e) F=f x>-1} 

f) G=(-2 -1, 0, 1, 2, 3l 

h) H=(x x< 3} 


17. Define por extensión cada uno de los siguientes conjuntos: 


a) í£x|Xesentero y -3 <x <4} 
b) {x| Xes entero positivo y Xes múltiplo de 3} 
c) {x| Gx-1Xx+2)=0} 


d) (x|Xes un entero y (3x— 1)\(x+2)=0} 


e) (x]|2xes entero positivo} 


18. Enumera cinco elementos de cada uno de los siguientes conjuntos: (No se esta pidiendo representación) 


a) {n]|n es natural y nes divisible por 5) 
b) {n?]|nes primo | 

c) (2”|nes natural; 

d) (fr|resracional y0<r<1l) 

e) {r-2| 0<r<3) 

D (2r|-3<r<0) 


g) (fr? res irracional | 
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19. Describe por extensión cada uno de los siguientes conjuntos o escribe. “ø “ si son vacios: 


a) ín|IneNyn?2=9) 
b) (x[lxeRyx?=9) 
c) (ínineZy3<In| <7} 
d) {x|xeR,x<1yx22} 


e) (x|xe Q,x?=3) 
f) Bn+1|neNyns6). 


20. Determina la cardinalidad de cada uno de los siguientes conjuntos: 


a) ([x|xes entero y 148 <x<17/2) 
b) {x|xeR A xe€ez) 

c) {x|xeR,x?=1v2x =1} 
d) {a, b,c, fa, b, cy) 

e) {a,{b, c}, (a, b, cy) 


21. Describe por notación constructiva los siguientes conjuntos: 


a) El conjunto de todos los enteros que pueden ser escritos como suma de cuadrados de dos enteros. 


b) El conjunto de todos los enteros menores que 1000 que son cuadrados perfectos. 


c) El conjunto de todos los números que son múltiplos enteros de 13. 


22. Escribe por extensión y calcula el cardinal del conjunto potencia de: 


a) A=(1), > 
b) B= {a, b}, E 
c) S=(1, 2, 3), A 


d C={1,a, x, w). 


23. Diga cuál es la cardinalidad de cada uno de los siguientes conjuntos: 


C = (a, b} 

D = {a, b {a, b}, {c}, d} 

E = ( {a}, {b}, (a, b} } 

G = {x / x es una letra del abecedario) 
l={x/4x-4=0} 

J={x/2x-6=0} 
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| 
Operaciones entre conjuntos. 


Unión de conjuntos. 


Es la unión de los elementos de dos o mas conjuntos, formando un nuevo conjunto, cuyos elementos son 
los elementos de los conjuntos originales, pero, cuando un elemento se repite, dicho elemento entrará a formar 
parte del conjunto unión una sola vez; en esto se diferencia la unión de conjuntos del concepto clásico de la suma, 
en la que los elementos comunes se consideran tantas veces como estén en el total de los conjuntos. El conjunto 


“A unión B” que se representa así AWU B 
AuUB=(x/xeAvxeBj 


Se lee: A unión B es el conjunto de elementos ‘x’ tal que (de manera que) pertenezcan al conjunto A y 
también al conjunto B. Esta formado por todos los elementos que pertenecen a A, a B, ó a ambos conjuntos. 


Ejemplo: 
A = (1,2,3,4,5,6,7) B = (5,6,7,8,9) 
AUB=(1,2,3,45,6,7,8,9) 


e Dados los conjuntos: A = [d, f g, h} y B = {b, c, d, f} 
La unión de dichos conjuntos será: AUB= {d, f, g, h, b, c} 
,mientras que según el concepto clásico de la suma hubiésemos puesto: 


A+B=d+f+g+h+b+c+d+f 


REPRESENTACIONES GRÁFICAS DE LA UNIÓN DE CONJUNTOS 


Si A y B son diferentes SiA y B son incluyentes 


SiA y B son 
conjuntos disjuntos 
o ajenos 
AUB AUB 
+ Propiedades de la unión de conjuntos: 

1) AVA=A 

2 AuB=BuA 

3 AUV=A 

4 AUY=Y 


5) (AUB)JUC=AUÍ(BUC) 
6 AuB=W>A=DAB=98 
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Intersección de conjuntos 


El conjunto “A intersección B” que se representa es el conjunto formado por todos los elementos que 


ertenecen aA ertenecen a B. 
j ki ANB=(x/xeArxeB) 
Ejemplo: 


A=(1,2/3,4,5,6,7) y B=15,6789) , An B= {5,6,7} 
REPRESENTACIONES GRÁFICAS DE LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS 


C> 


AaB 


U U A 


B 
Si Ay B son 
conjuntos disjuntos 
AnB=9 


Propiedades de la intersección de conjuntos: 
1) ADA=A 
2 AMnB=BNA 

) AQDO=S 

) AQY=A 

5) (ADB)AC=ANÍ(BAC) 

) AC(BACÍ=(AUB)A(AUC) 

) AQ(BUC)=(ANMB)JU(ANC) 


Diferencia de conjuntos 
El conjunto “A menos B” que se representa es el conjunto formado por todos los elementos que 


ertenecen a A y no pertenecen a B. 
p i A-B=f{x/xcA^x gB) 


Ejemplo: A=(1,2/3,4,5,6,7) y B= {5,6,7,8,9} , A-B = {1,2,3,4} 


¿A-B=B-A? 


El conjunto “B menos A” que se representa es el conjunto formado por todos los elementos que 
pertenecen a B y no pertenecen a A. B-A- {x/x cBrxe A) 


Ejemplo: 
A=(1,2/34,5,6,7) y B=15,67,8,9) , B-A=189) 


POR LO TANTO, SE OBSERVA QUE LA DIFERENCIA DE CONJUNTOS NO ES CONMUTATIVA 
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REPRESENTACIONES GRÁFICAS DE LA DIFERENCIA DE CONJUNTOS 
Si A y B son DIFERENTES Si A y B son INCLUYENTES 
SiA y B son 


conjuntos disjuntos 
A-B=A 


Complemento de un conjunto 


Dado un conjunto universal U y un conjunto A, se llama complemento de A al conjunto formado por todos 
los elementos del universo que no pertenecen al conjunto A. Notación: A' o AC 


Simbólicamente: A' = {xIx cUaxgA} o »=U-A 
Ejemplo: 


Si U = (1,2,3,4,5,6,7,8,9) y A =(1,3,5,7,9) 
+ Propiedades del complemento 


U 


A 1. (A Y=A 
2 AVA =Y 
A'=(2,4,6,8) 3. ADA =Ø 


4. U'=0 
5. P'=U 


EJERCICIOS: 


24. Encuentre el complemento de cada uno de los conjuntos dados: 


U ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, A=(1,4,8,9, 10) A = 
U = {Enteros} A = {x / x es divisible por 11) A = 
U = {Ex presidentes de México} A = {x/ x no es militar} A = 
U ={0, 1,2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} A = {0, 2, 4, 6, 8, 10}, B = {1, 3, 5, 7, 9) A = 
U = {a, b, c, d, e, f, g, Í, O, p, u, v} A= {a, e, i, o, u} A = 

B = {b, d, f, 9} B'= 

C = (a, b, o, f, u, 9} C= 
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25. Realizar las siguientes operaciones entre los conjuntos que a continuación se definen: (use notación constructiva para 
escribir la respuesta) 
A= {x|x es un número entero) 
B= (x|x es un número negativo) 
C= {x|x es un número par) 


BNC= 
BuC= 


(B-A) = 


26. Dados: 

3, 4,5,6,7,8,9) 

n número menor o igual a 6) 
} 


OW>C 
AT 


Definir por extensión las siguientes operaciones: 
ANC= 
AUB= 
(A N B) u C= 
27. Dados los siguientes conjuntos 
A={x/-4<x<1ņ, xe 5 B= L- 1,0,1,2,3} C = El conjunto de los números impares positivos menores que 10. 
a) Escriba los conjuntos A y C en forma de lista 


A= C= 


b) Determine los conjuntos que se indican: si U ={x/ -5 <x<10, x € 3= 


BUC= 


CNB= 


c) Encuentre: n (C N B) = 


d) Encuentre n ( pot (B) ) = 
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28. Si U = (personas en una comunidad) y H = {hombres} y E = (mayores de edad) indicar en un diagrama los 


siguientes eventos. 


a o og p 


“hombres menores de edad” 


> 0 


) “hombres mayores de edad” 


) “personas de la comunidad que son mujeres” 
) “mujeres mayores de edad” 

) “mujeres menores de edad” 

) “hombres” 

) 


29. Dados los conjuntos dados A, B, C, y el conjunto Universal, dibujar el diagrama de Venn y encontrar el 


resultado (conjunto solución y diagrama de Venn) de la operación siguiente: 


Universal = (1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12) A = {Todos los divisores de 12) 


(B-A)N (CN A) 
B=(1,3,5,7,9, 11) 


C = (Todos los números pares positivos menores que 10) 


(B-A) C (CNA) 


(B-A) N (CNA) 


30. En una hoja de papel aparte, dibujar el diagrama de Venn, sombrear la región que corresponde a la solución de 


las operaciones correspondientes: 


Sean U = {0,1,2, ...,10}; A= (1, 2, 3, 5,6); B= {0,1,3,6,8,9}; 
a) B-C’ b) A -B 
c) (B-C) dBNA' 
e) A-(B N Cy f) (AUBUO)' 
g) A’ N (B-C) h) (A-B) N(AUCY 
31. Universo = {1,2,3,4,5,6,7,8} A = {1,2,3,4,5} B = {1,3,5,7} C = {2,4,6} 
1. ÆA N(B UC) 6. AUA 11. 
2. ANB 7. (A-B)N(ANB) 12. 
3. A-(BNC) 8. (A-B)U(ANB) 13. 
4. A-BNC' 9. (B-AJU(ANB) 14. 
5. AUB-C 10. (AUB)ACN(ANB) 15. 
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C= (1,2,5,8,9,10); 


(ANB)N(ANB) 
(AUBUC) 
(AUB)NC 
ANBNC 
NANA 
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Si U = [Atletas de una delegación) 
M = [Atletas que les gusta la música) 
D = [Atletas que les gusta la danza} 
T = (Atletas que les gusta el teatro) 


Escribir en el lenguaje ordinario lo representado en cada diagrama 


Sjaj 
MAN 


b) Si U = {Autos de una agencia) 


T = (Autos con transmisión automática) 
D = [Autos con clima} 
M = {Autos con estéreo} 
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Completa la siguiente tabla: (Recuerde incluir para cada inciso LAS OPERACIONES necesarias, fundamente). 


n(A) n(B) n(A n B) n(AUB) 
7 5 3 
12 9 33 
25 11 45 


Coloca el número correcto de elementos que pertenecen a cada área del diagrama: 


Coloca el número correcto de elementos que pertenecen a cada área del diagrama: 


© e Ó 
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Resuelve los siguientes problemas: 


1) Una encuesta hecha a 55 adolescentes se muestra en el diagrama de Venn siguiente, donde A es el conjunto que 
representa los jóvenes que tienen patines de rueda y B el conjunto que representa los que tienen una patineta. 
Completar el diagrama, si necesario, y contestar a ambas preguntas: 

(a) ¿Cuántos jóvenes encuestados tienen una patineta? 31 
(b) ¿Cuántos jóvenes encuestados no tiene ni patines de rueda 


ni patineta? VA N 


2) En una encuesta, se les preguntó a 75 personas si usaban las áreas de servicios de su comunidad. Quince declararon 
que sólo usaban la biblioteca, diez dijeron que sólo usaban la alberca y cuarenta usan ambos servicios. 
(a) ¿Cuántas personas encuestadas no usan ninguno de esos dos servicios? 
(b) ¿Cuántas personas usan la alberca? 


3) La banda de música de rock pesado “Basura Terrestre” ha grabado 12 nuevas canciones. Ocho de esas canciones son 
realmente deprimentes y 5 están desentonadas. Cuatro canciones de las 12 son a la vez deprimentes y desentonadas. 
(a) ¿Cuántas canciones son deprimentes o desentonadas? 
(b) ¿Cuántas canciones no son ni deprimentes ni desentonadas? 


4) .50 estudiantes fueron encuestados para saber si, en las vacaciones de verano, habían ido a visitar otro estado de la 
república, otro país o ambos. Veinte sólo visitaron otro estado, doce sólo visitaron otro país, seis visitaron otro estado y 
otro país. 

(a) ¿Cuántos estudiantes no visitaron otro país, ni tampoco otro estado de la república? 
(b) ¿Cuántos estudiantes visitaron otro país? 
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5) En la universidad estatal, en una clase de 100 estudiantes, hay 40 mujeres, 73 alumnos toman clase de inglés y 12 de 
las mujeres no toman clase de inglés. 
(a) ¿Cuántos hombres no toman clase de inglés? 
(b) ¿Cuántas mujeres toman clase de inglés? 


6) .80 estudiantes, que no cumplieron con los estándares en el semestre escolar normal, están en cursos de verano para 
cursar de nuevo las materias reprobadas. Se les pregunta si están tomando una clase de matemáticas y/o una clase 
de química: 14 estudiantes sólo toman una clase de matemáticas y 39 toman una clase de química. 22 estudiantes 
toman ambas materias. 

(a) ¿Cuántos estudiantes toman una clase de matemáticas? 
(b) ¿Cuántos estudiantes no toman ni matemática ni química? 


7) El acceso a Internet es cada vez más común en las escuelas. Escribir cartas por este medio electrónico a otros 
estudiantes en otros países es una manera muy motivadora para los estudiantes de practicar, tanto la lectura como la 
redacción, así como se mejora la actitud hacia la cultura y el lenguaje escogido. En una encuesta, se les preguntó a 50 
estudiantes si querían establecer correspondencia con estudiantes franceses, estudiantes ingleses o ambos. 15 
pidieron sólo direcciones de estudiantes franceses, 23 sólo pidieron direcciones de estudiantes ingleses y 5 pidieron 
direcciones de estudiantes de ambos países. 

(a) ¿Cuántos estudiantes no quisieron direcciones de estudiantes de esos países? 
(b) ¿Cuántos estudiantes pidieron direcciones de estudiantes ingleses? 


8) .En el club campestre, 35 personas juegan golf, 28 nadan y 24 juegan tenis. De estas personas, 6 sólo juegan golf y 
tenis, 9 sólo juegan golf y nadan y 7 juegan tenis y nadan, pero no juegan golf. 8 personas tienen esas tres 
actividades. 

(a) ¿Cuántas personas están en alguna actividad en el club campestre? 
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9) Una encuesta dirigida a 500 compradores de coches sobre sus preferencias para ciertos aspectos muestra los 
resultados siguientes: 269 querían transmisión automática, 187 querían asientos separados ergonómicos y 262 
querían un lector de CDs. Además, 76 compradores querían transmisión automática y asientos ergonómicos, 150 
querían transmisión automática y lector de CDs, y 92 querían asientos ergonómicos y lector de CDs; estos resultados 
incluyen los 40 compradores que querían estas tres características. 

(a) ¿Cuántos compradores querían asientos ergonómicos, pero ni transmisión automática ni lector de CDs? 
(b) ¿Cuántos compradores sólo se interesan en dos de dichos aspectos? 
(c) ¿Cuántos compradores no se fijan en ninguno de esos aspectos al comprar un coche? 


10) Dado que el miércoles es día de cine a mitad de precio, 15 estudiantes quieren ir a los cines “Bulevares”. Se paran en 
el área de comida de “Costco” para comer algo antes de ir a ver la última versión de E.T. Después de leer el anuncio 
luminoso para escoger qué van a comer, 7 deciden que quieren una ensalada con pollo y crutones sazonados arriba 
de la ensalada, 6 piden un helado de yogurt Light, sabor vainilla y 8 piden un hot-dog. Dos estudiantes hambrientos 
piden las tres cosas. Nadie pidió un helado sólo o una combinación de hot-dog con ensalada o helado con hot-dog. 

(a) ¿Cuántos estudiantes no quieren nada? 
(b) ¿Cuántos estudiantes sólo quieren un hot-dog? 


11 


— 


Quince compañeras de residencia se visten de gala antes de ir al cine. No siempre se visten de gala... pero explican 
¡Es la última película de Brad Pitt!. 7 se ponen un vestido negro, escotado y corto, 10 se ponen un collar negro que 
brilla de mil luces y 8 cubren su hermoso cabello negro con un sombrero de terciopelo. Una chica tiene un vestido 
negro, pero no se puso ni el collar ni el sobrero, otra no se puso el collar pero sí el vestido y el sombrero, 2 chicas se 
pusieron el vestido y el collar, pero no quisieron el sombrero y dos se pusieron el sombrero, pero ni el vestido negro ni 
el collar. 

(a) ¿Cuántas chicas pusieron a la vez el collar, el sombrero y el vestido? 

(b) ¿Cuántas chicas no quisieron ni el vestido, ni el collar, ni el sombrero? 

(c) ¿Cuántas chicas sólo escogieron una de esas tres prendas? 
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12) Una encuesta se hizo para saber qué piensan 120 jóvenes sobre lo que será la vida en el futuro (2010 y después): 60 
piensan que minúsculos nano-robots se construirán par que circulen en nuestra corriente sanguínea e irán a reparar los 
daños. 17 piensan que será posible usar la realidad virtual para regresar los muertos a la vida, pero no creen en otros 
avances científicos. 58 creen que en los próximos 20 o 50 años, será más difícil distinguir al humano del robo, ya que 
todas las partes de nuestro cuerpo serán reemplazables y los hombres serán hombres biónicos. 38 creen que los nano- 
robots y la realidad virtual serán parte de la vida futura y 32 piensan que su vida futura, será mejorada por los nano -robots 
y la biónica y estos resultados incluyen 20 que piensan que todo lo anterior ocurrirá ciertamente. 15 piensan que sólo la 
biónica llegará a sus vidas futuras. 

(a) ¿Cuántos estudiantes piensan que la realidad virtual será parte de sus vidas futuras? 
(b) ¿Cuántos estudiantes piensan que todo eso es pura ficción y no creen en tales adelantos científicos? 


13) En una empresa se realiza una encuesta a sus 50 obreros y se obtienen los siguientes datos: 35 de ellos les gusta su 
trabajo, 27 de ellos tienen buenas relaciones con su jefe, 15 de ellos les gusta su trabajo y tienen buenas relaciones con 
su jefe. Determinar cuántas de estas personas: 

(a) No tienen buenas relaciones con su jefe 

) No les gusta su trabajo. 

) Les gusta su trabajo, pero no tienen buenas relaciones con su jefe. 

) Tienen buenas relaciones con su jefe, pero no les gusta su trabajo. 

) No tienen buenas relaciones con su jefe y no les gusta su trabajo. 


14) De 180 maestros de una universidad, 135 tienen su Doctorado, 146 son investigadores de tiempo completo. De los 
doctores, 114 son investigadores de tiempo completo. Indicar cuántos de estos maestros: 
Tienen su doctorado o se dedican a investigar de tiempo completo. 
No tienen su Doctorado ni se dedican a investigar de tiempo completo. 
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15) Al interrogar una delegación deportiva formada por 250 atletas sobre su afición respecto al teatro, la danza o la poesía, se 
encontró que 125 prefieren el teatro, 180 prefieren la danza, 65 la poesía, 100 teatro y danza, 25 teatro y poseía, 40 danza 
y poesía y 20 tenían las tres preferencias. Determinar cuántos de estos 250 atletas tienen: 


Al menos una de estas tres preferencias. 


Cuando mucho una de estas tres preferencias. 
Exactamente dos de estas preferencias. 


Cuando menos dos de estas preferencias. 


a 
6 Ninguna de estas tres preferencias. 
(c) Sólo una de estas tres preferencias. 
(d) 
(e) 
(1) 
RESPUESTAS: 

1 31 7 

2 | 10 | 50 

3 9 3 

4 | 12 | 18 

5 | 15 | 28 

6 | 36 | 27 

7 7 28 

8 | 49 

9 | 59 | 198 | 60 

10| 2 6 

11 3 1 6 

12| 66 | 17 

13| 23 | 15 | 20 | 12 3 

14 | 167 | 13 

15 | 225 | 25 | 100 | 125 | 105 
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LOGICA 


En la actualidad, el estudio serio de cualquier tema, tanto en el campo de las Humanidades como en el de las Ciencias 
y la Tecnología, requiere conocer los fundamentos y métodos del razonamiento lógico preciso, que permita a las personas 
y depurar sus conclusiones evitando el riesgo de modificar en forma equivocada la información que posee. 


¿Cuántas veces ha oído consejos como “Quien a buen árbol se arrima, buena sombra le cobija”, “Agua 


pasada no mueve molino”, o “Si ves las barbas de tu vecino cortar, pon las tuyas a remojar”?. En muchos 
casos tales anuncios proverbiales pueden replantearse como una condicional en la forma sí... entonces.... 
Por ejemplo, estos tres enunciados pueden reescribirse de la siguiente manera: 

“Si se arrima a un buen árbol, entonces buena sombra le cobija”. 

“Si el agua ya ha pasado, entonces no mueve molino”. 


“Si ves las barbas de tu vecino cortar. entonces bon las tuvas a remoiar”. 


ENUNCIADO 
Se llama enunciado a toda frase, oración o expresión matemática 
Ejemplos: 
e  5-2=3 


e  ¡Tenecesito Ven!. 
e A boca cerrada no entra mosca. 


PROPOSICIÓN (Proposición lógica) 


Es todo enunciado cuya propiedad fundamental es la de ser verdadero (V) o falso (F), pero no ambos simultáneamente. 


Ejemplos: 

+ 5-2=3 

% Paris es la capital de Francia. 
$ xX?— y? =(x+ y) (x- y) 


O 


e 


OBSERVACIÓN: 


Se consideran como proposiciones: 
- Las oraciones aseverativas 
a) Informativas 
b) Descriptivas 
c) Explicativas 
- Las leyes científicas 
- Las fórmulas matemáticas 
- Las formulas y/o esquemas lógicos 
- Los enunciados cerrados (definiciones) 
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ENUNCIADO ABIERTO (Función Proposicional): 


Llamados también enunciados indefinidos, son aquellos que contienen una variable o variables y que no tienen la propiedad 
de ser verdadero o falso. 
Las expresiones que contienen la palabra “El” y “Ella” también se consideran como enunciado abierto. 


Ejemplos: 

+ x+2=3 

+ Cierto día México entro en crisis. 
+ x+ y=3 


ENUNCIADO CERRADO: 
Se considera como enunciado cerrado a todo concepto bien definido. 


Ejemplo 
% La historia es una ciencia social que estudia, analiza e interpreta los hechos importantes del pasado a través del tiempo 


y el espacio. 


Mi Nota: 
- Toda proposición es un enunciado pero no viceversa. 


CLASES DE PROPOSICIONES 


+ PROPOSICIONES SIMPLES: 
Llamadas también atómicas o singulares, son aquellos enunciados que no llevan conectivos lógicos es decir tienen un 
solo sujeto y un solo predicado. 
Ejemplos 
% La biología es una ciencia. 
% Los Aztecas fueron grandes guerreros. 
+ 3<6 


1. Proposiciones Simples Predicativas: 


Son aquellas expresiones que atribuyen o afirman un predicado a un sujeto. 
Generalmente obedecen a la fórmula: 


S es P 


Ejemplos 

% La biología es una ciencia. 

% Los Aztecas fueron grandes guerreros. 
% 2, esun número primo 


2. Proposiciones Simples Relacionales: 


Son aquellas expresiones en las cuales se relacionan dos o más sujetos que tienen la misma categoría gramatical. 
(sustantivo, adjetivo, etc.) 


Obedecen a la fórmula 


Sı R S2 
Sı y So R 


Ejemplos: 
% Isabel es prima de Juan. 
+ 2+3=6-1 
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Llamadas también moleculares, coligativas o complejas, son aquellas expresiones que se obtienen de la combinación de 
dos o más proposiciones simples enlazadas por conectivos lógicos. 


Ejemplos: 


% “O Jorge viaja a Europa o Asia” 
% Si práctico deporte entonces tendré buen estado físico. 


1. Negativa 
Son aquellas en donde el adverbio negativo “no” o sus expresiones equivalentes afectan a una o más 


proposiciones. 


Ejemplos: 


% Es falso que Juan sea Argentino. 


% No es cierto que sea ingeniero y abogado a la vez. 


Conector: ~, 
Formalización: ~p 


=, 


EL NEGADOR 


FEEFEFERERSE 


Símbolos: ~A, —A, - A 
Traducción Verbal: se lee 


No A 

Nunca A 

Jamás A 

Es absurdo que A 

Es inconcebible que A 
No ocurre que A 

No es cierto que A 

Es imposible que A 
No es verdad que A 
Es mentira que A 


EERREPRRERRERR 


Es inadmisible que A 
No acaece que A 

No es innegable que A 
De ninguna forma se da A 
Es erróneo que A 

Es incierto que A 

Nadie que sea A 

Es incorrecto que A 

No es inobjetable que A 
No siempre que A 

No es que A 

En modo alguno A 

En forma alguna A 


2. Conjuntiva 
Son aquellas proposiciones que se relacionan mediante la conjunción “Y”. 


Ejemplo: 


e 


Conector: ^; 


-; & 


Formalización: p ^q 


+ La UNAM forma profesionales y es un centro de investigación. 


EL CONJUNTOR 


EEFERFRFEERRE 


Símbolos: A^B;A.B;A&B 
Traducción Verbal: se lee 


AyB 

A incluso B 

A pero B 

A aunque B 

A al igual que B 

A tal como B 

A tanto como B 

A también B 

A así como B 

A vemos que también B 
A al mismo tiempo que B 
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EFFEFFERFERFERFERERERERE 


A sin embargo B 

A es compatible con B 

A aún cuando B 

A del mismo modo B 

A de la misma manera B 
A no obstante B 

A empero B 

Tanto A como, cuanto B 
Siempre ambos A con B 
A sino B 

No sólo A sino también B 
A asimismo B 

A a pesar de B 

Aala vez B 

A igualmente B 

A de la misma manera B 
Sin que A tampoco B 
Cierto que A lo mismo que B 
Simultáneamente A con B 
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3. Disyuntiva 


Son aquellas proposiciones que se relacionan mediante la conjunción disyuntiva “o” su expresión equivalente “u”. 
Pueden ser: 


Disyuntiva Incluyente 


Se vincula a través del conectivo “ o” 
EL DISYUNTOR INCLUYENTE 


Ejemplo 


% Mónica es poeta o deportista Símbolos: AvB,A+B 


Traducción Verbal: se lee 
Conector: v, + £AOoOB 

+ A a menos que B 
Formalización: p vq 4 a menos que A B 

+ A salvo que B 

+ A y bien, o también B 
+ A excepto B 

+ A o incluso B 

+ A o a la vez B 

+ A ya bien B 

+ A y/o B 


Disyuntiva excluyente 
Se vincula a través del conectivo *o” 


EL DISYUNTOR EXCLUYENTE 


Ejemplo 
+ O estas despierto o estas durmiendo. Símbolos: A vB; | l 
A>-<B; AAB 
Conector: v j=; 14, €, >< Traducción Verbal: se lee 
Formalización: p 4 q 
4AoB 


+ bien A o bien B 

+ A o B (en sentidos excluyentes) 
+ A o solamente B 

+ A o únicamente B 

+ A o solo B 

+ A no es equivalente a B 

+ No es equivalente A con B 

+ A no biimplica a B 


4. Condicional 


Son aquellas proposiciones que se relacionan mediante la conjunción condicional “si...... entonces... o O sus 
expresiones equivalentes. 


Ejemplo: 
% Si práctico deporte entonces tendré buen estado físico. 


La proposición condicional consta de dos elementos, el antecedente y el consecuente. 
Las proposiciones condicionales pueden ser: 
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Condicional directa ( Implicador ) 


Antecedente y consecuente van en ese orden respectivo. 


Ejemplo EL IMPLICADOR 


- EN Símbolos: A —> B; A > B; A >B 
te vas p bstaré triste. 
A C 


Traducción Verbal: se lee 
Conector: >; > Si A entonces B 

Siempre que A por consiguiente B 

Ya que A bien se ve que B 

Con tal que A es obvio que B 

Cuando A así pues B 

Toda vez que A en consecuencia B 

Ya que A es evidente B 

De A deviene B 

De A derivamos B 

A implica B 

Como quiera que A por lo cual B 

En el caso de que A en tal sentido B 

Una condición necesaria .para A es B 

A es condición suficiente para B 

A sólo si B 

De A deducimos (inferimos, concluimos, 
llegamos) en B, etc. 


Formalización: p > q 


BEPEREBREBREREBEESR 


Condicional inversa (Replicador) 


Consecuente y antecedente van en ese orden respectivo. 


Ejemplo EL REPLICADOR 


+ iré de vacaciones siempre que | acabe con el trabajo Símbolos: A AA B >A 
C A Traducción Verbal: se lee 


Sólo si A B 
Conector: © ; <= AsiB 
A porque B 
A siempre que B 
Es condición necesaria A para B 
A para B 
Para A es suficiente B 
A puesto que B 
A dado que B 
A supone que B 
A pues B 
A en vista que B, etc. 


Formalización: p < q 


EFFREFERFERERRSR 
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5. Bicondicional 


Son aquellas proposiciones que se relacionan mediante la conjunción compuesta “si y sólo si” o sus 


equivalentes. 


Ejemplo: 
La pera es dulce si y sólo si está madura. 


Conector: o, =; 


Formalización: p © q 


40 


expresiones 


EL BIIMPLICADOR 


Símbolos: A © B, A =B, A ©B 
Traducción Verbal: se lee 


EFEFEFTEREERRERE 


A si y solo si B 

A siempre y cuando B 

A se define lógicamente como B 
A es equivalente, equivale B 

A por lo cual mismo que B 

A si de la misma forma B 

A es idéntica a B 

A es igualmente (es igual, 
entonces JB 

A cada vez que y sólo si B 

A es equipotente a B 

A es condición necesaria y suficiente para B 
A siempre que y solo cuando B 


FORMALIZACIÓN DE PROPOSICIONES 


Es el proceso por el cual una proposición escrita en el lenguaje natural es traducida a un lenguaje simbólico. Para ello cada 


proposición se reemplaza por una variable proposicional ( p, q, r, etc.) y el conector lógico por el operador correspondiente. 


+ PASOS PARA FORMALIZAR: 


1) Determinar las proposiciones simples que se encuentran en toda la expresión y reemplazarlos con las variables 


preposicionales, cada proposición con una variable. 


2) Identificar las conjunciones gramaticales y los adverbios de negación para reemplazarlos por sus respectivas constantes. 


3) Jerarquizar las constantes lógicas, para ello debemos analizar los signos de agrupación y el sentido de la expresión. 


$ Recomendaciones 


1. La formalización debe ser literal (tal y como esta escrito no valen equivalencias) 


Ejemplos: 


- Es falso que Manuel no es millonario: 


- La cucaracha y el tiburón comen cualquier cosa: 


paq 


2. Las expresiones lingüísticas de doble negación (innegable, inobjetable, etc.) 


Se formaliza como tal 


Ejemplo: 


- Es innegable que los vertebrados son reptiles: 


3. Las negaciones por prefijos se formalizan 


Ejemplo: * Carmen es infeliz: ~p 
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OBSERVACIÓN 


Nipniq 


Los términos: 


No pono q 


FUNCIÓN DE VERDAD: 


~pa~q 
~p{y~q 


pYa 
plq 
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Es la correspondencia que existe entre el conjunto de proposiciones y sus valores de verdad. 


COMBINACIÓN DE UNA O MÁS PROPOSICIONES 


Obedece a la siguiente fórmula: 


Donde: 
DEFINICIÓN DE PROPOSICIONES COMPUESTAS 


O 


O 


O 


O 


La Negación 


O 


O 


p ~P 

V F 

F V 

La Conjunción 

p_q pA 
V vV V 
V F F 
F v F 
F F F 


La Disyunción Incluyente 


O 


p 


anse 


N<MNALA 


El Implicador 


anse 


TN< MALA 
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Número de Combinaciones 


n = número de variables proposicionales 


El Replicador 


an< 


T< 


La Disyunción Excluyente 


p 


Q 


ans xlo 


TN<MNA<A 


TN << Mi 


La Bicondicional 


p 


an< xlo 


TN<MNA<A 


<a. <kb 
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TAUTOLOGÍA 


Cuando en el esquema molecular todos 
son verdaderos. 


CONTRADICCIÓN 


Cuando en el esquema molecular todos 
son falsos. 


CONTINGENCIA 


Cuando en el esquema molecular resultan 
verdaderos y falsos. 
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() De las siguientes expresiones: 


¡Buenas Noches! 

¿Cómo estas? 

México es un país sudamericano. 
Vete a comprar al mercado. 

Te deseo suerte en tu examen. 


Son enunciados: 


G) De las siguientes expresiones: 


1. Dios mío. 

2. El Perú es un país latinoamericano. 

3. Los ángulos opuestos por el vértice son 
iguales. 

4. X es un eminente profesor del IP. 

5. El Quijote es una obra de Amado Nervo. 


No son proposiciones: 


EJERCICIOS 


(>) Son ejemplos de proposiciones: 


1.Tres mas dos es mayor que dos más uno. 
2.¡Hola! 
3.El cuadrado es un paralelogramo. 
4.Deseo viajar al Cuzco. 
5.La Antártica es un continente perdido. 


Son 


ciertas: 


De los siguientes enunciados, no son 


(+) proposiciones: 


A grandes males, grandes remedios. 


Julio y Enrique son amigos. 


3.1416 es mayor que 3.11112 
Mañana es sábado si hoy es viernes. 


El Himalaya tiene 1000 mts 


de altura. 


La siguiente tabla contiene, proposiciones simples y compuestas. Identifica cuales son y formalice dichos 


enunciados. 


1.- Julio y Dante 2.- El número 1332 
son Hermanos. es divisible por 11. 


3.- Justo al igual 
que Gerardo son 
profesores. 


4.- El 16 de 
septiembre se 
celebra el día de 
la Independencia 
del México. 


5.- Roberto es 
político pero es 
honesto. 
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6.- No ocurre que, 
la corriente del Rio 
Bravo sea caliente. 


7.- El Huascarán se 
encuentra en la 
cordillera Oriental 
de los Andes o se 
encuentra en la 
cordillera 
Occidental. 


8.- La tierra es un 
planeta del sistema 
planetario solar. 


9.-El que llueva es 
condición 
suficiente para 
obtener buenas 
cosechas. 


10.-.México posee 
una extensión de 
1285 215,60 km? 


11.- Monterrey es 
una ciudad 
calurosa y 
emprendedora. 


12.-La neurona es 
la unidad biológica 
del sistema 
nervioso. 


13.-Todo vegetal 
realiza la 
fotosíntesis 
cuando y sólo 
cuando tiene 
clorofila. 


14.- Es falso que, 
los políticos sean 
honestos. 


15.- Mariela 
estudia sin 
embargo trabaja. 


Analiza los siguientes párrafos o argumentos, descomponlos en sus 


conectores. 
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proposiciones simples e identifica los 


a. Si la pena de muerte se implanta en México por secuestro, las personas que cometen este delito serian 


sentenciadas a pena de muerte. 


b. Si Lima no es la capital del Perú y Buenos Aires es la capital de Bolivia, entonces ambas no son capitales 


de Chile. 


c. O bien el asma afecta a los pulmones o bien al corazón y a los huesos. 
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d. Thales de Mileto fue matemático tal como filósofo. Calvino fue protestante si y solamente si no se 
sometió a la ortodoxia católica. En consecuencia Thales fue matemático salvo que también Calvino fue 


protestante. 


Decida si cada una de las oraciones siguientes es o no una proposición. 


a. Tenga un feliz día. 

b. Levántese y pase a que lo cuenten. 
c. 8+15=23. 

d. No todos los números son positivos. 
e. El deporte es saludable. 


f. Desde 1950, más personas han muerto en accidentes automovilísticos que de cáncer. 
Decida si cada una de las proposiciones siguientes es compuesta. 


a. Mi hermana contrajo matrimonio en diciembre. 
b. Yo leo novelas y leo periódicos. 

c. Se regarán las flores. 

d. El nombre de su tía es Lucía 


e. Hoy no llovió en el sur de México. 


Represente con p a la proposición “Ella tiene ojos azules” y con q a “El tiene 43 años de edad”. Traduzca cada 
proposición compuesta a palabras. 


a ~p 
b. ~q 

c. pvq 
d. pAg 
e. “PA 


Formalizar las siguientes proposiciones 
a) Verónica y Claudia son contemporáneas 
b) México y Chile son países con democracia 
c) Cuatro y Seis son múltiplos de dos 
d) La Lógica es una ciencia formal, la Matemática también 


e) Es falso que, voy a la clase y no a la biblioteca 
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f) Para que un cuerpo se caliente es suficiente que se dilate 
g) Es imposible pensar que Martin cometió este crimen a no ser que lo hizo por despecho. Sin embargo 


nunca tuvo problemas con su esposa, dado que ella fue una mujer inteligente. 


Construya una frase con las siguientes formalizaciones, asignando a cada variable una proposición simple: 


1. [(p> q) v~ (p > 9)] 


2. [(p>q)l(r> ss) ep 


3. [(q€r) => s]>t 


4. [(q8r) > s]8 = p 


5. as ~(b&c) 


Construya un circuito para: 


" [(x8y) v (y v z] 


"([(p v q)8(q vr)]8 r) 


Construya una proposición para los siguientes circuitos: 


P P 
Q 
Q R 
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Evaluar las siguientes tablas de verdad. 


h p >(pvqa)o=p 


Pp |q 
v| v 
v| F 
F| v 
F| F 


D) [pv=pra(pv=q)]0=q 


p| q 
viv 
VÍF 
Flv 
FF 
TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofisftgmail.com 


46 


47 


D) [pAGRPA-=90)] So [pAn Aa] 


pq 
viv 
VÍF 
Fiv 
FÍF 


1. Sean las proposiciones py q falsas y r verdadera. encontrar el valor de verdad de: 
=(p [v r) > (=ar vanq) 


aj V b)F c) Tautología d) Contradicción e) Contingencia 


2. Si el esquema (p >~q) es falso y (PA vr verdadera, hallar el valor de verdad de 
(ro q)> (pv ~q). 


a) V b) F c) Tautología d) Contradicción e) Contingencia 
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3. Si p, q, rson proposiciones verdaderas y s es falso. Hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones. 
e [(pagar]>s 
e (0>q9)>r 
e [(Ppa9) > (ras) > (q^ s) 


a) VVV b) FFF c) VFV_d) FVF e) FVV 


4. Si—p V—0 es verdadera y (P^ Q) <> (pv q) también es verdadera. ¿Cuales son los valores de 


verdad de p y q? 
a) VV b) FF c) FV d) VF 
p| q 
V V 
V F 
F V 
F F 


5. Si el esquema (paar) > (s > w) es verdadera y el esquema (~w > ~s) es falso. Hallar el valor de 
verdad de: 


e (pva)v(rvs) 
. (so w) > (rv ıp) 
. [r > (wv p)] M= (p > r), (Tes verdadero) 


a) VVV b) FFF Cc) VFF d)VVF e) FVV 
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6. 


Por la tabla de verdad, determina si cada una de los esquemas es tautológico, contradictorio o consistente. 
a) =[p ng) v (qa >=p) 
b) (p> 4)> bha > (rv =p) 
o) kpaa) (ero a)]> (=p) 
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Leyes de De Morgan 
E 


Las Leyes de Morgan permiten el cambio del operador de conjunción en operador de disyunción y viceversa. Las 
proposiciones conjuntivas o disyuntivas a las que se aplican las leyes de Morgan pueden estar afirmadas o negadas (en 
todo o en sus partes). 


La estrategia general a seguir en la aplicación de las leyes de Morgan es el siguiente: 


1. Si nos encontramos con una proposición conjuntiva totalmente negada, la ley de Morgan nos permite 
transformarla en una proposición disyuntiva con cada uno de sus miembros negados. 


SU ESQUEMA ES EL SIGUIENTE: 
°. =(PAQ0)=GHPv=0) 
2. Si nos encontramos con una proposición disyuntiva totalmente negada, la ley de Morgan nos permite 


transformarla en una proposición disyuntiva con cada uno de sus miembros negados. 
SU ESQUEMA ES EL SIGUIENTE: 
° =(PvQ)=(HPA=0) 
3. Si nos encontramos con una proposición conjuntiva afirmada, la ley de Morgan nos permite transformarla en 


una proposición disyuntiva negada en su totalidad y en sus miembros. 
SU ESQUEMA ES EL SIGUIENTE: 
e PAO)==GPv=0) 
4. Si nos encontramos con una proposición disyuntiva afirmada, la ley de Morgan nos permite transformarla en 


una proposición conjuntiva negada en su totalidad y en sus miembros. 


SU ESQUEMA ES EL SIGUIENTE: 
(PvOQ)=-=GP10Q) 


 :--:=----=-fÓ=- II _ —— ———— —— uu. e ss 
EL RAZONAMIENTO 


Æ Es cuando de uno o varios juicios obtenemos otro juicio, estableciéndose relación entre ellos. 
+$ Es un movimiento de la mente por el que pasamos de varias verdades sabidas (comparándose entre sí) a una nueva 


verdad que antes se ignoraba. 
+Æ Es una actividad espontánea y normal en la vida ordinaria, en el actuar inteligente del hombre. 


Æ TIPOS DE RAZONAMIENTO: 


1. Razonamiento deductivo: 


El pensamiento deductivo parte de categorías generales para hacer afirmaciones sobre casos particulares. En un 
razonamiento deductivo válido, la conclusión debe derivarse necesariamente de las premisas, esto quiere decir que si las 
premisas del razonamiento son verdaderas, la conclusión será verdadera. Dicho de otro modo, la conclusión se deduce 
necesariamente a partir de las premisas. Por medio de un razonamiento de estas características se concede la máxima solidez 
a la conclusión, las premisas implican lógicamente la conclusión. Y la conclusión es una consecuencia lógica de las premisas. 


a Los seres humanos tienen dos manos y dos pies, Juan es un es humano, Juan tiene dos manos y dos pies. 
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2. Razonamiento Inductivo: 


Es una modalidad del razonamiento no deductivo que consiste en obtener conclusiones generales a partir de premisas 


que contienen datos particulares. Por ejemplo, de la observación repetida de objetos o acontecimientos de la misma índole se 
establece una conclusión para todos los objetos o eventos de dicha naturaleza. 


En este razonamiento se generaliza, para todos los elementos de un conjunto, la propiedad observada en un número 
finito de casos. Ahora bien, la verdad de las premisas (aunque fueran 10.000 observaciones favorables) no convierte en 
verdadera la conclusión, ya que en cualquier momento podría aparecer una excepción. De ahí que la conclusión de un 
razonamiento inductivo sólo pueda considerarse probable y, de hecho, la información que obtenemos por medio de esta 
modalidad de razonamiento es siempre una información incierta y discutible. El razonamiento sólo es una síntesis incompleta de 


todas las premisas. 


a El ciudadano X tiene 25 años, vive en la región A y siempre vota por M, el ciudadano D tiene 23 años vive en la región 
A y siempre vota por M, el ciudadano W tiene 20 años vive en la región A y vota por M. Los ciudadanos entre 20 y 25 


años viven en la región A y siempre votan por M. 


En un razonamiento inductivo válido, por tanto, es posible afirmar las premisas y, simultáneamente, negar la conclusión 


sin contradecirse. 


a El ciudadano X tiene 25 años, vive en la región A y siempre vota por M, el ciudadano D tiene 23 años vive en la región 
A y siempre vota por M, el ciudadano W tiene 20 años vive en la región A y vota por M. Los ciudadanos entre 30 y 35 
años No viven en la región A y No siempre votan por M. 


Dentro del razonamiento inductivo se distinguen dos tipos: 


e Completo: se acerca a un razonamiento deductivo porque la conclusión no aporta más información que la ya dada por 
las premisas, por ejemplo: 


1) Jaime y Olivia tienen cuatro hijos, María, Juan, Pedro, y Jorge. 
Maria es contadora, 
Juan es contador, 
Pedro es contador, 
Jorge es contador, 
por lo tanto todos los hijos de Jaime y Olivia son contadores. 


e incompleto: la conclusión va más allá de los datos que dan las premisas. A mayor datos mayor probabilidad. La 


verdad de las premisas no garantiza la verdad de la conclusión, por ejemplo: 


1) Maria es ingeniero, 
Juan es ingeniero, 
Pedro es ingeniero 
Jorge es ingeniero 
por lo que todas las personas son ingenieros. 
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Razonamiento Análogo: 


Modalidad de razonamiento inductivo (no deductivo) que consiste en obtener una conclusión a partir de premisas en 


las que se establece una comparación o analogía entre elementos o conjuntos de elementos distintos. 


Ejemplos: 
1. Las vitaminas A, D, E y K son vitaminas liposolubles. 
Sabemos que las vitaminas A, D, E, y K contienen grasas o aceites. 
La vitamina K debe contener también grasas o aceites. 


2. No deberías medicarte, puesto que los medicamentos son sustancias artificiales y como tales pueden ser dañinas para 
tu cuerpo. No deberías montar en bicicleta, puesto que ella es una creación artificial del hombre y como tal puede ser 
dañina para tu cuerpo. 


3. Los humanos son semejantes a las ratas (u otros mamíferos) en que son animales de sangre caliente, con ciclos de 
vigilia y sueño, y un sistema respiratorio basado en pulmones. Las ratas, cuando son expuestos a un determinado nivel 
de formol, sufren alteraciones en esos tres sistemas. Un determinado nivel de formol en humanos que sea equivalente 
al utilizado en las ratas, producirá en ellos esas mismas alteraciones. 


4. A los fumadores debería permitírseles fumar únicamente en los lugares privados, en los que no molesten a nadie. ¿Un 
fumador sería capaz de entrar en un restaurante y empezar a comer los alimentos ya masticados por alguien? o 
¿beber un vaso de agua del que previamente hubieran bebido otros?, Probablemente no. Sin embargo ellos esperan 
que los no fumadores respiren el aire que sale de sus pulmones. 


Ejercicio. Indique la inferencia inductiva, deductiva o análoga: 

A __ A _  _z____AA <<  _ _ ___ ________ __ ___z_z_ __ _ ____ __z_>_________ __ae E 5 
Llovió ayer, y también anteayer, por lo tanto, hoy también lloverá. 

Si Juan es médico entonces curará a Pedro, Juan no curará a Pedro. Luego, Juan no es médico. 


Te vi y estudie la situación, de ahí cuando descubrí tu talón de Aquiles supe como vencerte. 


Pdo 


La mamá de Carla dio a luz el año 1899, también el año 1900, y también el año 1901. Es de esperarse que el 
año 1902 también nos venga con una agradable sorpresa. 

5. Yo quiero que escuches, imagen de mi alma que te ama y te adora como una aventura que nadie ha gozado, 
tu imagen quedará grabada para ser dichosa por tu falso amor. 


Métodos de demostración: 


Se mencionarán diferentes métodos para demostrar la validez de ciertas fórmulas. 
http://fsc729.ifreepages.com/proofs.html 


Las demostraciones son el corazón de las matemáticas. Si uno está estudiando matemáticas, uno debe poder leer, 
entender y escribir demostraciones. Aunque algunas de las demostraciones pudieran parecer mágicas, no hay secreto, ningún 
misterio, ninguna magia. Todo lo que es necesario es un poco de pensamiento racional y una comprensión básica de algunas 
técnicas confiables y fáciles de entender. 
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Æ La Estructura de una Demostración 
La estructura básica de una demostración es fácil: es justo una serie de declaraciones, cada declaración puede ser. 
Una presuposición, o una conclusión que viene de una presuposición o de un resultado previamente demostrado. 


De vez en cuando habrá una observación que clarifica, pero es justo para el lector y no tiene ningún efecto lógico en la 
estructura de la demostración. 


Una demostración bien escrita debe de leerse suavemente. Es decir, el lector debe sentirse como si está tomado un paseo 
que lo lleva directamente e inevitable a la conclusión sin distracciones sobre los detalles inaplicables. Cada paso debe ser claro 
o por lo menos justificado claramente. Una demostración buena es fácil de seguir. 


Cuando uno a acabado con la demostración, uno debe aplicar los criterios antedichos a cada oración: ¿es claramente (a) 
una presuposición o (b) una conclusión justificada? Si la oración no satisface los criterios, quizá no pertenece a una 
demostración. 


Æ Un Ejemplo: La Raíz Cuadrada de 2 es Irracional 


Para escribir demostraciones, uno debe poder leer demostraciones. Vea si uno puede seguir la prueba abajo. No se 


preocupe de cómo habría podido concebir (o no concebir) la idea para la demostración. ¿Es cada oración claramente una 
presuposición o una conclusión? ¿Has escrito la demostración para que se lea suavemente? ¿Has demostrado el teorema? 


Antes de que comencemos la demostración, debemos recordar algunas definiciones: a) Uno número real se llama 
racional si puede ser expresado como el cociente de dos números enteros: p/q. Los griegos antiguos pensaron que todos 
los números eran racionales. Un número que no es racional sería llamado irracional. Uno probablemente cree que p es 
irracional. (le puede sorprender que esto no es fácil de demostrar.) Cuando los griegos demostraron que la raíz cuadrada de 2 
no es un número racional, los fundamentos de la aritmética fueron dudados. Ésta es una de las razones por las que prosperó la 


geometría griega, todos los números se podrían tratar con geometría sin referencia a la racionalidad. 


Otro hecho que necesitaremos es b) El Teorema Fundamental de la Aritmética. Este teorema que suena tan 
importante, no es nada más, que el hecho de que cada número entero positivo tiene una representación única como producto 
de números primos. La técnica de la demostración que utilizaremos es: demostración por contradicción. Uno no necesita ningún 
conocimiento especializado para entender lo que esto significa, es muy simple, asumiremos que la raíz cuadrada de 2 es un 


número racional y después llegará una contradicción. Asegúrese que uno entiende cada línea de la demostración. 


Teorema. La raíz cuadrada de 2 es un número racional. 

Demostración. Representemos la raíz cuadrada de 2 por “s”. Entonces, “s” satisface la ecuación 
V2=s, s?=2. 

Si “s” es un número racional, podríamos escribir: 


s = p/q que es la expresión mínima simplificada de cualquier racional; p y q son un par de números 
enteros. 


Podemos dividir el múltiplo común si es necesario e incluso asumir que p y q no tienen ningún múltiplo común (con 
excepción de 1). Ahora substituimos esto en la primera ecuación y obtenemos, después de un poco de álgebra, la 


ecuación. 
p?/q?=2 


p? = 20? 
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Lo cual indica que p? es par; observe la parte derecha, sabemos que cualquier número multiplicado por 2 es par. Así p, 
puede reescribirse de la forma p = 2n, entonces tenemos: 


(2n)? = 20? 
4n? = 2q? 


2n? = q?, de aquí tenemos que q también es par, o sea que, tanto p como q tienen un factor común, el 2. Esto 
nos lleva a contradecir lo dicho al principio que p / q es la mínima expresión para un número como raíz de 2. 


Diferentes métodos 


1. Demostración Directa 


Ejemplo: La Divisibilidad es Transitiva 


Si a y b son dos números naturales, decimos que a divide b si hay otro número natural k tales que b = a k. Por ejemplo, 
2917 divide 522143 porque hay un número natural k (es decir k = 179) tales que 522143 = 2917 k. 


Teorema. Si a divide b y b divide c entonces a divide c. 
Demostración. Por nuestras asunciones, y la definición de la divisibilidad, hay números naturales kı y k2 tales que 
b=ak:+yc=bko. Por lo tanto, 
Cc=bk2=a ki ko. 
Deje k = kı k2. Ahora k es un número natural y c = a k, y por la definición de la divisibilidad, a divide c. 


La mayoría de los teoremas (de tarea o de exámenes) que uno desea probar está explícitamente o implícitamente en 
la forma "si P, entonces Q". En el ejemplo anterior, "P" era "si a divide b y b divide c" y "Q" era "a divide c". Ésta es la forma 
estándar de un teorema (aunque puede ser disfrazada). Uno debe de pensar en una demostración directa como una serie de 
implicaciones que comienzan con "P" y que terminan con "Q". 


P >Q 


La mayoría de las demostraciones son (y deben de ser) demostraciones directas. Uno debe siempre intentar una 
demostración directa primero, a menos que uno tenga una buena razón para no intentarlo. 


Si uno encuentra una demostración simple, y uno está convencido que esta correcto, no sea tímido. Muchas 
demostraciones son simples y cortas. 


En el teorema abajo, un cuadrado perfecto significa un número entero de la forma a? donde a es un número entero y un número 
entero impar es cualquier número entero en la forma 2a+1 donde a es un número entero. 


Teorema. Cada número entero impar es la diferencia de dos cuadrados perfectos. 
Prueba. Suponga que 2a+1 es un número entero impar, entonces 
2a+1 = (a+1) - a?. 


Otro Ejemplo Simple 


Recuerde que un número natural es llamado compuesto si es el producto de otros números naturales todos más grandes 
que 1. Por ejemplo, el número 39481461 es compuesto por que es el producto de 15489 y 2549. 


Teorema. El número 100... 01 (con 3n-1 ceros donde n es un número entero más grande que 0) es compuesto. 


Demostración. Podemos reescribir nuestro número como 100... 01 = 10% + 1 donde n es un número entero más grande 
que 0. Ahora utilice la identidad a? + b? = (a+b)(a? - a b + bê) con a = 10" y b = 1, para conseguir 


(100)3 + 1 = (10% + 1)(102 - 10° + 1). 
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Acabaremos una vez que hayamos demostrado que ambos factores (10” + 1) y (10% - 10" + 1) son más grandes que 1. 
En el primer caso, esto está claro porque 10" > 0 cuando n > 0. En el segundo caso, 10% - 10" = 10" (10” - 1) >O, 
cuando n > 0. Esto termina la prueba. 


Uno debe asegurase que uno entiende ¿porqué? era necesario discutir los dos casos al fin de la demostración. 


2. Demostración por Contradicción 


En una demostración por contradicción (es más fácil usar la frase demostración por contradicción en lugar de reducción al 
absurdo) asumimos, junto con las hipótesis, la negación lógica del resultado que deseamos demostrar, y después alcanzamos 
una cierta clase de contradicción. Es decir, si deseamos probar "si P, entonces Q", nosotros asumimos P y no Q. La 
contradicción que alcanzaremos podría ser una cierta conclusión que contradiga una de nuestras presuposiciones, o algo 
obviamente falso como 1 = 0. Lea la prueba de la irracionalidad de la raíz cuadrada de 2 en la introducción por uno ejemplo. 


Ejemplo: Infinitamente Muchos Números Primos 
Una de las primeras demostraciones por contradicción es la gema siguiente atribuida a Euclides. 
Teorema. Hay infinitamente muchos números primos. 


Demostración. Asuma por el contrario que hay solamente finito muchos números primos, y todos se enumeran de 
esta manera: p1, p2 ..., Pn Considere el número q = p1pz... Pn + 1. Este número no es divisible por cualquiera de los 
números primos mencionados porque si dividiéramos pi en q, allí resultaría un resto de 1 para cada i = 1, 2..., n. 
Entonces, debemos concluir que q es un número primo, no entre los números primos enumerados, contradiciendo 


nuestra presuposición que todos los números primos están en la lista p1, pz ..., Pn. q 


La prueba por contradicción se utiliza cuando uno desea demostrar la imposibilidad de algo. Uno debe asumir que es 
posible, y después alcanzar una contradicción. En los siguientes ejemplos utilizaremos esta idea para probar la imposibilidad de 
ciertas clases de soluciones a algunas ecuaciones. 


Ejemplo: Una Ecuación De Diophantine 


Una ecuación de Diophantine es una ecuación para la cual uno busca soluciones entre los números enteros. Por 
ejemplo, los triples Pitagóricos (x, y, z) son soluciones de números enteros positivos a la ecuación x? + y? = z? Aquí está 
otro. 


Teorema. No hay soluciones positivas entre los números enteros a la ecuación diophantine x? - z? = 1. 


Demostraciones. (Demostración por Contradicción.) Asuma por el contrario que hay una solución (x, z) donde x y z son 
números enteros positivos. Si éste es el caso, nosotros podemos factorizar el lado izquierdo: x? - z? = (x- z)(x+ Z) = 1. 
Sigue que x-z=1 yx+Z=10X-Z=-1 y x+2Z=-1, porque x y z son números enteros. En el primer caso nosotros 
podemos resolver las dos ecuaciones para conseguir x = 1 y z = 0, contradiciendo nuestra presuposiciones que x y z son 
positivos. El segundo caso es similar, consiguiendo x = -1 y z = 0, otra vez contradiciendo nuestra presuposición. 


3. Demostración por Contraposición 


Una demostración por contraposición se aprovecha de la equivalencia lógica entre "P implica Q" y "no Q implica no P". 
Por ejemplo, la aserción "si es mi coche, entonces es rojo" es equivalente a "si ese coche no es rojo, entonces no es mío". Para 


demostrar "si P, entonces Q" por el método de contraposición uno debe probar "si no Q, entonces no P". 
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Ejemplo: Paridad 
Aquí está un ejemplo simple que ilustra el método. La demostración utilizará las definiciones siguientes. 
Definiciones. 


a) Un número entero x se dice par (respectivamente impar) si hay otro número entero k para el cual x = 
2k (respectivamente 2k+1). 


b) Dos números enteros se dicen tener la misma paridad si son ambos impares o ambos pares. 
Para el propósito de este ejemplo asumiremos que hemos demostrado que cada número entero es par o impar. 
Teorema. Si x y p son dos números enteros donde x + p es par, entonces x y p tienen la misma paridad. 


Demostración. La versión de este teorema usando contraposición es "si x y p son dos números enteros con paridad 
opuesta, entonces su suma debe ser impar." Asumimos que x y p tienen paridad opuesta. Esto implica que uno de estos 
números enteros es par y el otro impar, no perdemos la generalidad si suponemos que x es par y p es impar. Entonces 
hay números enteros k y m donde x = 2k y p = 2m+1. Ahora, computamos la suma x+p = 2k+ 2m + 1 = 2(k+m) + 1, 


resulta un número entero impar por la definición. 


¿Cómo es diferente a una demostración por Contradicción? 


La diferencia entre el método de contraposición y el método de contradicción es sutil. Examinemos cómo los dos métodos se 
aplican al intentar la demostración "si P, entonces Q". 


Método de Contradicción: Asuma P y no Q y demuestra un tipo de contradicción. 
Método de Contraposición: Asuma no Q y demuestra no P. 


El método de contraposición tiene la ventaja que la meta está clara: Demuestra No P. En el método de contradicción, la meta es 
demostrar una contradicción, pero no es siempre claro qué la contradicción va ser al comienzo de la demostración. 


Ejemplo: Una Prueba Para Los Cuadrados Perfectos 


En este ejemplo, necesitaremos dos nociones. Un número entero n se dice cuadrado perfecto si hay otro número entero 


k tales que n = k?. Por ejemplo, 13689 es un cuadrado perfecto por que 13689 = 1172. 


La segunda idea es la idea del resto y la aritmética modular. Para dos números enteros m y n, n mod(m) = r será el resto 
resultando cuando dividimos m en n. Esto significa que hay un número entero q tales que n = mq + r. Por ejemplo, 107 
mod(29) = 11 por que 29 divide a 107 4 veces con un resto de 11 (o, es decir 107 = (4)(29) + 11). La determinación si un 
número entero positivo es un cuadrado perfecto puede ser difícil. ¿Por ejemplo, es 82.642.834.671 un cuadrado 
perfecto? Primero computamos 82.642.834.671 mod(4) = 3. Entonces utilice este teorema: 


Teorema. Si n es un número entero positivo tales que n mod(4) es 2 ó 3, después n no es un cuadrado perfecto. 


Demostración. Demostraremos la versión de contraposición: "Si n es un cuadrado perfecto entonces n mod(4) debe ser 0 


ó 1." (Puede ver, ¿porque ésta es la versión de contraposición?) Suponga n = k?. Hay cuatro casos a considerar. 


1. Si k mod(4) = 0, entonces k = 4q, para un cierto número entero q. Entonces, n = k? = 16 q? = 4(4 q?), es decir n 
moq(4) = 0. 


2. Si k mod(4) = 1, entonces k = 4q + 1, para un cierto número entero q. Entonces, n = k? = 16 q? + 8 q + 1= 4(4 
q? + 2 q) + 1, es decir n mod(4) = 1. 


3. Si k mod(4) = 2, entonces k = 4q + 2, para un cierto número entero q. Entonces, n = k? = 16 q? + 16 q + 4 = 4(4 
a? + 4 q + 1), es decir n mod(4) = 0. 


4. Sik mod(4) = 3, entonces k = 4q + 3, para un cierto número entero q. Entonces, n = k? = 16 q? + 24 q + 9 = 4(4 
a? + 6 q + 2) + 1, es decir n mod(4) = 1. 
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4. Sí y Solamente Si 


Muchos teoremas se indican en la forma "P, si, y solamente si, Q". Otra manera de decir las mismas cosas es: "Q es 
necesario, y suficiente para P". Esto significa dos cosas: "si P, entonces Q" y "si Q, entonces P". Para demostrar un teorema de 


forma "si, y solamente si", uno debe demostrar dos implicaciones. 


Ejemplo: División 
En este ejemplo utilizaremos un hecho muy útil sobre números enteros, el Algoritmo de la División: Si n y m son números 
enteros, entonces hay otros dos números enteros q y r, donde r0 , y r < m, tales que n = qm + r. Por ejemplo, si n = 103 
y m=15, entonces: 103 = (6)(15) + 13, es decir, si se divide 103 entre 15, el resultado será un cociente de q = 6, con 


un resto de r = 13. 


Teorema. Si a es un número entero, entonces a no es uniformemente divisible por 3 si y solamente si, a? -1 es 


uniformemente divisible por 3. 
Demostración. Este teorema tiene la forma de "si, y solamente si", nosotros debemos demostrar dos implicaciones. 


("Si") Debemos demostrar que "a no es uniformemente divisible por 3 si a? —1 es uniformemente divisible por 3". 
Asumimos que 3 divide uniformemente a? -1 = (a-1)(a+1). Puesto que 3 es un número primo, 3 debe dividir 


uniformemente a-1 o a+1. En cualquier caso, debe ser evidente que 3 no pueden dividir uniformemente el numero a. 


("Solamente Si"). Debemos probar que "a no es uniformemente divisible por 3 solamente si a? -1 es uniformemente 
divisible por 3." Esto significa "si a no es uniformemente divisible por 3, entonces a? -1 es uniformemente divisible por 3". 
Aquí es donde utilizamos el algoritmo de la división indicado arriba. Podemos escribir a = 3q + r, donde r=0,102. 
Nuestra asunción que a no es divisible por 3 implica r no puede ser 0. Si r = 1, entonces a-1 = 3q y 3 divide 
uniformemente a? -1 = (a-1)(a+1). Una discusión similar trabaja sí r = 2. 


A veces uno puede demostrar una aserción de forma "si, y solamente si" sin explícitamente dividendo la prueba en dos partes. 
El ejemplo siguiente ilustra cómo esto se puede hacer. 


Ejemplo: Una Regla De la División 


Probablemente uno ha aprendido en escuela que un número entero positivo n es uniformemente divisible por 3 si la 
suma de los dígitos de n es divisible por 3. Por ejemplo, 2620461 es uniformemente divisibles por 3 porque 2+6+2+0 
+4+6+1=21 = (3)(7). En hecho, 2620461 = (3)(873487). Esta condición es realmente necesaria y suficiente. 


Teorema. Un número entero positivo n es uniformemente divisible por 3 si, y solamente si, la suma de los dígitos de n es 


divisible por 3. 

Demostración. Suponga que n es un número entero positivo que tiene representación con dígitos aoa1...ak. 
Es decir, n = ao + 10a1 +... 10% ax. 

La suma del los dígitos es S = ao + a1 +... + ak. 


Ahora, n -s = (ao + ai 10 + ...ax 10%) - (ao + a1 +... + ax) = ar 9 + a2 99 +... + ax (99...9) (donde el ultimo termino tiene k 


nueves). 


Así pues, claramente, n - s es divisible por 3. Sigue que n es divisible por 3 si, y solamente si, s es divisible por 3. 
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5. Demostración por Inducción 


E AA O O->O0P0Q0PO0O0O0O0qOq0q0O0€0€0€uI so 
INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


+ Teorema fundamental de Inducción Matemática. 


Sea Sn una función proposicional cuyo conjunto de referencia es Z*. Si Sn satisface las siguientes dos condiciones: 


i. S, es cierta. 
entonces Sn es cierta para todo n € Z+. 
ll. S, >S; es cierta. 


Demostración 


Sea k el conjunto de todos los enteros positivos para el cual Sn es cierta. Es decir: % = [x IxeZ* AS, es cierta] 
De i. se observa que 1€ k. 
De ii. se observa que k E k => (k+1)€ k. 


Por tanto k es un conjunto inductivo y por la definición de k se sabe que k E Z+. 
De otra parte Z+ k. Por consiguiente Z*= k, es decir Sn es cierta para todo n € Z*. 


Ejemplo: Demostrar que Yn € N, 14+24+3+---+n=>3n(n+1). 
Aquí p(n) es “14+2+3+---+n= 3n(n +1)”. Así p(1) es 


E A 
“1 = zD +1) 


que es claramente verdadero. 

Para completar la inducción se debe demostrar que una cierta implicación 
(Vk, p(k) — p(k + 1)) es verdadera. 

Usaremos nuestro método directo de demostración para esta proposición: 
Elegimos un número natural k fijo pero arbitrario, asumimos que la hipótesis 
(p(k)) es verdadera y deducimos la validez de la conclusión(p(k + 1)). 


Para comenzar, sea k € N. Supongamos que p(k) es verdadero, esto es, 


1 
1424+34->-+k=>5k(k+1). 


de Skk) el siguientees : ZU +1)((k +1) +1) 


Entonces, 
=-(k+1)(k+2) 


Sumando en ambos lados (k + 1), se debe cumplir el resultado anterior: 
YA 


á 


1 
= (k+1)(3k +1) 


1 
= 5(k+1)(%+2). 
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Ejemplo: Demostrar Y ne N, que: 


1 1 1 1 n 
+ + A 
1*2 2*3 3*4 n(n+1) n+1 


Demostración: 
Se tiene que m=1, A = fnn > 1} 
1 1 1 1 n 
p(n) i 


E | + boo = 
1*2 2*3 3*4 n(n+1) n+1 
1. P(1) es verdad, pues 1 _ 1- 
1*2 1+1 
2. P(n) es verdad, es decir, se cumple: 
A 1 1 n 

1*2 2*3 3*4 | Manel mul 
3. Entonces p(n +1), es decir, debemos establecer que: (se suma el siguiente término en la parte izquierda. En la parte 

derecha se introduce el término n+1 en cada variable n) da Ae 

n+1 


(n+1)+1 


1 1 1 1 1 n+1 
+ + Eo. + + = 
1*2 2*3 3*4 nn+1) (n+I(n+2) n+2 


En efecto: 


f + 1 + d +... + . + ! 
1*2 2*3 3*4 nn+1) (n+1(m+2) 


no 1 
n+1  (n+1(n+2) 


Se toma la parte derecha original y 
se suma el mismo termino (el 
siguiente +1) de la parte izquierda. 
La suma debe ser iqual a: 


Ejemplo: Demuestre que la suma de los primeros n enteros impares positivos es _n?. 
Sea Sk=1+3+5+7+...+(2k-1)=k" (hipótesis de inducción) 


Entonces hay que demostrar que Sı es cierta y que Sk = SH es cierta. 


si=1=12 
Ski=1+3+5+7+... + (2k - 1) + (2k + 1) 


Entonces, Sk+1= Sk + (2k + 1) = k?+ 2k + 1 = (k + 1)? 


Con lo anterior queda demostrado que la suma de los n impares positivos es n?. 
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Ejercicios 

> (3% - 1) 
1. Demuestre que: para todo n Æ 1: 1+4+%7+...+(32- 2) = =a 
2. Demuestre que: para todo n Žž 1, 2+6+10+...+(4n-2)=  2n , 

> nía + 1)( + 2) 
3. Demuestre que: para todo n £ 1, 1.24+2-3+ 3-44..+9 (141) = 3 

2 
al2+1 
4. Demuestre que: para todo no 1, 104243 4...+1m = = 
44m? -1 

5. Demuestre que: para todo n 2 1, 1? +3 +5... +22- 1) = eS, 


Sucesiones numéricas 


Las sucesiones y progresiones son conjuntos ordenados de números reales, como, por ejemplo, la numeración de las 
butacas. Cada uno de los números se denomina término de la sucesión 


En la vida cotidiana se dan multitud de situaciones donde aparecen sucesiones numéricas o de objetos de forma ordenada. 
e Las temperaturas medias de una población en los distintos meses del año. 
e Los tiempos que invierte un corredor en cada una de las vueltas al circuito. 
e Los conjuntos numéricos siguientes: el de los números pares, el de los números primos, o el de los múltiplos de 3. 
Una sucesión es un conjunto ordenado de números. Aquí tenemos algunas sucesiones: 
1. 1,3,5,7,9,11,... 
2. 1,1,2,3,5,8,13,... 
3. 1,4, 16, 64, 256, ... 
4. 1,3,6,10,15, 21, 28,... 
5. 1,4,9, 16, 25,36, ... 
6. 2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, .... 
Varias de estas sucesiones se forman siguiendo un criterio. Así: 
1. Cada número es el anterior más 2. 
2. Cada número es la suma de los dos anteriores. 
3. Cada número es el anterior multiplicado por 4. 
4. Cada número es el anterior más 2, 3, 4... 
5. Cada número es el cuadrado de la serie de números naturales. 


6. Es la sucesión de los números primos. 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofisftgmail.com 


61 


Una sucesión de números reales es un conjunto ordenado de números reales: a1, az, az, as, ... 


A cada uno de los números que forman la sucesión se le llama término de la sucesión. 


Por tanto, en la sucesión 1, 11, 111, 1.111, 11.111, ...: 
a=1le=11la=111 
a=1.111a5=11.111.. 


Los números 1, 11, 111, ..., son los términos de la sucesión. 


Las sucesiones numéricas pueden ser finitas, cuando el número de términos es limitado, o infinitas, si tienen un 
número ilimitado de términos. 


Un ejemplo de sucesión finita es la formada por todos los números naturales menores que 100: 
1, 2, 3, 4, 5, ..., 99 — Tiene 99 términos. 
Un ejemplo de sucesión infinita es la formada por todos los números naturales impares: 


1, 3, 5, 7,..., 99,... — Tiene un número ilimitado de términos. 


Desde el punto de vista matemático, las sucesiones más interesantes son las infinitas o ilimitadas, como la de los números 
pares, la de los números primos, etc. 


Æ Término general de una sucesión 


Una sucesión es una función definida de N > R que se acostumbra a denotar por an en lugar de f(n), costumbre que 


también adoptaremos en este texto, así, 


ane R,Y ne N 


an: se llama término n—ésimo o término de lugar n. 
a1: es el primer término de la sucesión. 


ax: es el k-“esimo término de la sucesión. 


Las sucesiones se encuentran presentes en casi todos los tópicos de las matemáticas, de ahí su importancia. 


Dada la sucesión: a1, az, ... , an, su k-ésimo término es ax, el siguiente término es ax+1 también llamado sucesor, el anterior al 


k—ésimo término es ax-1 también llamado antecesor. 


Existen sucesiones que siguen una regla definida en su formación. Por ejemplo, en la sucesión: 


1, 8, 27, 64, ... cada término se obtiene elevando al cubo el lugar que ocupa. 
am=1%=1 
a=2%=8 
az = 39% = 27 
as = 48 = 64 
an= 1... 
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Es decir, en este caso podemos encontrar una expresión, an = n°, que nos permite calcular el valor de cualquier término 


sabiendo el lugar que ocupa. 


¿Qué término ocupará la posición 20 en esta sucesión? 
n = 20 > az = 20* = 8.000 
¿Y la posición 107? 
n = 107 > a107 = 107° = 1.225.043 
A la expresión an = n? se le denomina término general de la sucesión. 


Conocido el término general, podemos calcular cualquier término de la sucesión. Para encontrar aı sustituimos n por el 
valor 1. Para encontrar as sustituimos n por 8, y así con todos los términos de la sucesión. 


Existen sucesiones tales que cada término se puede obtener conociendo los anteriores. Se dice que el término n-ésimo 
viene dado por recurrencia. 


Por tanto, en la sucesión: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..., conocida como de Fibonacci, cada término se obtiene sumando 
los dos anteriores. Esta serie merece un estudio aparte por su importancia. 


Series aritméticas y Geométricas 


+ Sucesiones aritméticas 


El ejemplo (3,5,7,9,...), es una sucesión aritmética (o progresión aritmética), porque la diferencia entre un término y el siguiente 
es una constante. 


Ejemplos 
Uy dy Ze MOL, VEL YO, UE), Ly 1 o 


Esta sucesión tiene una diferencia de 3 entre cada dos términos. 
La regla es Xn = 3n-2 


3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, ... 


Esta sucesión tiene una diferencia de 5 entre cada dos términos. 
La regla es Xn = 5n-2 


——_— __  _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _— — _ _ _ ________ RL _ e zz 
Progresión aritmética 


Es una sucesión de números en la que cada término, excepto el primero, se obtiene sumando al anterior otro número 
fijo. Este número fijo se llama diferencia. 
Es fácil demostrar que el término general es: An = as + d(n-1) 


y la suma de n términos es: S = (a; +an).n/2 


Un relato histórico: En un pequeño pueblo de Alemania (Brunswick), un profesor 
castigaba a sus alumnos haciéndoles sumar números consecutivos (por ejemplo sumar los 100 
primeros números naturales). Era un duro castigo, pues había que hacer muchas sumas (1 + 2 
=3,3+3=6,6+4=10,10 + 5=15,...) y era fácil equivocarse. Pero... una vez, uno de los niños 
le dio la solución en un tiempo sorprendente, el profesor le preguntó ¿cómo lo has hecho? El 
niño le dijo: 1 + 100= 101, 2 + 99 = 101, 3 + 98 = 101,... siempre suma 101 y hay 50 sumas, en 
total 50 * 101 = 5050. El profesor quedó tan impresionado que le regaló un libro de Aritmética. 


Ese niño tenía 10 años y se llamaba Carl Friedrich Gaús. Fue uno de los más grandes 
matemáticos. 
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1. Ejemplo: Introducimos un clavo largo de acero en una tabla. Con el primer golpe, el clavo se introduce 20 mm; con el 
segundo, 18 mm. Si suponemos que el clavo se introduce en la tabla siguiendo una secuencia aritmética, calcular 
cuánto se ha introducido al final del noveno golpe. 


Solución: Primero encontramos la diferencia entre términos sucesivos: 18 — 20 =-2 = a. 
a, =20+(-2)(n-1) 


a, =20-2n+1 
a, =21-2n 


a, = a, + a(n-—1), sustituyendo: 


Por tanto, el término general es —-2n + 21. 
Para encontrar la suma total penetrada por el clavo, sustituimos en S = (a1 +an).n/2 


(20 + 21- 2(9))(9) 


S= =103.5 


2. Ejemplo: Escribir tres medios aritméticos entre 3 y 23, es decir 3 números intermedios que cumplan con las 


condiciones de una progresión aritmética. 


De los datos del problema tenemos que: a=3, b= 23; m=3 


Para calcular la diferencia: d= b-a 
m+1 
Por lo tanto: d= (23-3) / (3+1) = 5; La serie es: 3, 8, 13,18, 23. 


3. Ejemplo: Interpolar tres medios aritméticos entre 8 y -12. 


8 b=-12, m=3, t ; ee 
, a= =-12, m=3, tenemos: 3+1 4 
Por lo tanto: la serie es: 8, 3,-2,-7, -12. 


4. Ejemplo: El primer término de una progresión aritmética es -1, y el décimo quinto es 27. Hallar la diferencia y la suma 
de los quince primeros términos. 


ai=-1; a15 = 27; an=a1+(n-1)-d 27= -1 + (15-1)d; 28 = 14d; d=2 


s= CHENU 19 
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BEE 
EJERCICIOS: 


1) Al final de esta semana, ponemos $0.50 en una alcancía vacía. Una semana después ponemos $0.75; a la semana 
siguiente, $1.00 y así sucesivamente. ¿Cuánto dinero habrá en la alcancía al final de la semana 26? 


2) Al final de un minuto, un automóvil recorre 10 m; al final del segundo minuto, 13 m; del tercero, 16 m y así sucesivamente. 
¿Cuánto habrá recorrido al final del minuto 33? 


3) Un almacén vende a $100 la primera docena de artículos; a $99.70 la segunda; a $99.40 la tercera y así sucesivamente. 
¿Cuánto pagaríamos por 11 docenas de artículos? 1083.5 


4) El último graderío de un gimnasio tiene capacidad para 1000 aficionados; el penúltimo, para 930; el antepenúltimo, para 860 
y así sucesivamente. Si el estadio tiene 15 graderíos, ¿cuál es su capacidad total? 7650 
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Hallar el vigésimo término de la progresión aritmética: -15, -12, -9, -6,... 


La suma de los cuatro primeros términos de una progresión aritmética creciente es 56 y el término mayor es 20. Escribe 


esos cuatro términos. 


Hallar la suma de los quince primeros números pares mayores que 5. 


Los ángulos de un triángulo están en progresión aritmética. Sabiendo que el mayor de ellos mide 105°, ¿cuánto miden los 
otros dos? 


El alquiler de una bicicleta cuesta $30 la primera hora y $7 más cada nueva hora. ¿Cuál es el precio total de alquiler de 7 
horas? Halla una fórmula que nos dé el precio total de alquiler de n horas. 
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Progresiones geométricas 


Una progresión geométrica es una serie de números llamados términos en donde cada uno de ellos equivale al número 
anterior multiplicado por una constante denominada razón. Al igual que la progresión aritmética también tiene un modelo 
matemático para encontrar el enésimo término y la suma de los términos. 


El modelo matemático es: a =al)" 
PSE a, (rr - 1) 
La suma de términos es: S, = 
r-1 
Ejemplo 1 


1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.......la razón común es 2 
3, 9, 27, 81, 24B 0000.00.0.0.... la razón común es 3 


Calcular la suma de la progresión 2, 4, 8, 16,... , 256, 512, 1 024, 2 048. , si son 11 términos 
5 = 22" -1) = 4094 
2-1 
Para sumar los términos de una progresión geométrica, existe un algoritmo que consiste en 

1. escribir los números en dos ecuaciones, una en orden normal (ecuación a) 

2. la otra ecuación se obtiene multiplicando la primera ecuación por la razón (esta será la ecuación b). 

3. Estas dos ecuaciones se restan y se forma una tercera ecuación ( ecuación c), como se observa a continuación: 
E (ecuación a) S=2+4+8+...+512 +1 024 + 2 048 
Æ (ecuación b) 2S =4+8 +16 +... +1024 + 2 048 +4 096 
$Æ (ecuación b) — (ecuación a) = (ecuación c) 


Æ (ecuación c) =-2+0+0+..+0+0+4096 


De aquí se obtiene lo siguiente: S=-2+4096= 4094 


Ejemplo 2 


Calcular el último término de una progresión geométrica que inicia con 3 y avanza con una razón de 5 si se sabe que son 8 
términos: 


Una forma de calcularlo es: 3x5x5x5x5 x5 x5 x5 = 234,375 


Otra forma es: a, = (r) = a, =3(5)°" = 3x57= 234 375 


n 
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Ejemplo 3 


Si usted coloca $ 1.00, en el primer cuadro de un tablero de ajedrez, $ 2.00 en el segundo cuadro, $ 4.00 en el tercero, $ 8.00 
en el cuarto y así sucesivamente, doblando cada vez la cantidad, determinar lo siguiente: 


a) Calcular el número de pesos del cuadro No. 10, y la cantidad de pesos que se han acumulado. 


El número de pesos del cuadro No. 10: 
a=1;r=2;n=10;u=?;S=? 


u=arn" 


u = 1(2) '™ = 1(2) ° = $512 


S = a(r - 1) 
r=1 
y MEP 1,023 _ 
S= 577 = 7 = 1,023 


b) Calcular lo indicado anteriormente en el cuadro No. 17. 


Interpolar medios geométricos o proporcionales entre dos números, es construir una progresión 
geométrica que tenga por extremos los números dados. 


Ejemplo 4 
Sean los extremos a y b, y el número de medios a interpolar m. 


r= majl b 
a 


Interpolar tres medios geométricos entre 3 y 48. 


rd 46 -2 
3 tenemos: 3, 6, 12,24, 48. 


¿Qué es una serie geométrica infinita? 


Es una expresión de la forma a, + 2, + ay +..., y los puntos indican que se sigue sumando términos de forma 


indefinida. Puede suceder que esta suma tenga una valor también infinito, pues sigue creciendo, sin embargo este total también 


puede llegar a ser finito. 


Imagine un pastel al que le comemos la mitad (1/2) del total, después le comemos la mitad de lo que queda, es decir 1⁄4 del total, 
nuevamente le comemos la mitad del sobrante, es decir 1/8 del total original, y así sucesivamente. ¿En el caso objetivo de solo 
contar con ese pastel, podrá Usted llegar a comerse más de ese pastel de acuerdo al procedimiento descrito?, claro que no, 


entonces la suma de esta serie de rebanadas debe llegar a ser 1 entero. 


1 1 1i 1 
+—+—+ 
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Para poder obtener un modelo matemático de este suceso tenemos: 


s=a+ar+ ar? + ar? +... | Suma de todos los términos de una progresión geométrica 
s=a+r(a+ar+ar?+ar?+.)| Faciorizando ia razón ZA] 


Ss=a+rfS Sustituyendo “S” por su equivalente observado en el primer paso, ya que la 
suma total infinita es igual. 


s-rs=a 
s(1-r)=a 
a 
Ss=— 
df 


EJERCICIOS: 


1. El 2* término de una progresión geométrica es 6, y el 5° es 48. Escribir la progresión. 


2. El 1tertérmino de una progresión geométrica es 3, y el 8° es 384. Hallar la razón, y la suma y el producto de los 8 


primeros términos. 
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3.  Interpolar tres medios geométricos entre 3 y 48. 


4. Calcular la suma de los primeros 5 términos de la progresión: 3, 6, 12, 24, 48, ... 


5. Calcular la suma de los términos de la progresión geométrica decreciente ilimitada: 


6. Juan ha comprado 20 libros, por el 1° ha pagado 1€, por el 2° 2 €, por el 3° 4 €, por el 4° 8 € y así sucesivamente. 


¿Cuánto ha pagado por los libros? 


7. Uniendo los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado l, se obtiene otro, en el que volvemos a hacer la 


misma operación, y así se continúa indefinidamente. Calcular la suma de las áreas de los infinitos cuadrados. 
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8. Una pelota se deja caer desde una altura de 80 metros de altura. Su elasticidad es tal que rebota hasta las tres cuartas 
partes de la altura desde la que cayó. ¿a qué altura llega la pelota en el quinto rebote? 


9. Una pelota rebota hasta la mitad de la altura desde la que se dejo caer. Calcule la distancia total aproximada que 
recorre después de haberla dejado caer desde 1m del piso, hasta quedar en reposo. 


10. Un cultivo tiene al principio 5000 bacterias, y su tamaño aumenta 8% cada hora. ¿Cuántas bacterias hay al final de 5 
horas? 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofisftgmail.com 


71 
DINERO A TRAVES DEL TIEMPO 


TIPOS DE INTERES: 


a) Interés Simple 
Capital = $100 
Interés = 12 % mensualmente 
Capitalizable mensualmente 


3 Periodos 
o_o w mt Saldo 

1er Mes $100 $12 $112 

2do Mes $112 $12 $124 

3er Mes $124 $12 $136 

b) Interés Compuesto 

Capital $100 

Interés 12% 

Capitalizable mensualmente 

3 Periodos 

Cap Int Saldo 

ler Mes $100 $12 $112 

2do Mes $112 $13.44 $125.44 

3er Mes $125.44 $15.05 $140.49 

EJEMPLOS 


1) ¿Cuánto dinero tendré en 5 años si ahorro $1000 al inicio, y los dejo en una institución, que me da el 8% anual 
capitalizable mensualmente? 8 
j (È)/100 =1.006 
12 Una 


n= (5 años)(12 meses) sola 
aportación 


F = Pr”  10000.006)® =$1431.78 


2) Si a usted le pagaran $10,000 dentro de 5 años, sería menos que si le pagaran hoy $10,000. Esto se debe 
al interés que podría acumulare los 5 años siguientes si tuviera el dinero para invertirlo hoy. ¿Qué cantidad más 
pequeña está dispuesta a recibir hoy en lugar de $10,000 en 5 años? 8% anual, compuesto trimestralmente 


n z 
F=P() p E  p=Fr" a 
m sola 
r Hoy aportación 


| 


P = (100001 .02)” =6729.7 
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ood .04)' 
4001.04)? 
4001.04)? 
400(1.04)”* 
400(1.04)'? 
400(1.04)'* 
4001.04)" 
400(1.04)'* 
4001.04)" 


400(1.04)” 


R= Renta o aportación por 
cada periodo 
i = interés 


Dineroen ——————> F = 
el Futuro 


Ejemplo: 
3) ¿Cuánto dinero podré tener cuando me gradúe (7 años) si deposito $500 CADA MES en una caja de 
ahorro que me da el 10% anual capitalizable mensualmente. 


i= 10% anual 10 = 0.83% 2a) = 0.0083 Aportaciones 
i= 0.0083 12 aj 100 múltiples 
500(1.0083% —1 
= ( ) = 60382.65 
1.0083 — 1 
$60,382.65 - 100% 
F= $60382.65 a 42000 ? 
S nue $18,382.65 - 30.4% 
Que representa el interès total 
30:4% GLOBAL. 
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4) ¿Cuánto tengo que invertir mensualmente en una institución que me da el 8% capitalizable mensualmente para que al 
final de 8 años junte $150, 000? 


Aportaciones 


F(i—1) múltiples 
z -D 15000014 .0066- D) _ $1124.4 


(1.0066 —1) 


R 


El caso contrario seria, cuando queremos saber cuanto dinero representa en el futuro tener una cantidad hoy, o sea si 
el bien adquirido lo tengo hoy y lo voy a reponer en varias aportaciones a través del tiempo: 


Presente 
De la formula: F = POO" despejamos: P= E 
Además sabemos: F= Rr” —1) 
h oro 
— R(r"—-bD:r* Rúi-—-r”) 
Entonces Put. P= Fr” PoS ME AS E 
r” r-1 r-1 


Si despejamos R de la anterior expresión, tenemos el monto de la aportación periódica que se debe hacer para 
recuperar en el futuro ese monto obtenido en el presente. 


R= P(r-1) 
d-r”) 


5) Una persona desea comprar un auto de $150, 000 y la agencia le cobra el 20% capitalizable mensualmente, por un 
total de 6 años, ¿Cuánto voy a pagar mensualmente? 


R=? $150,000 20 L6 r=1.016 
j= 20% T 100 =0.016 
6 años 
ES 150000(1.016—1) 
1-r™”) zz = $3524 
( A-(1016)”) 


6) ¿De cuánto sería la mensualidad de una casa con un valor de: $800,000 y el banco le da 20 años para pagar a una 
tasa del 12% anual capitalizable mensualmente? 


P=800,000 M= P(r-1) M= 800,000(1 .01—1) 


r=1.01 = (-r” (1-1.017®) 
n= (12 meses)(20 años)=240 


= $8808.68 
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EJERCICIOS: 


1. ¿Cuánto podrás ahorrar si aportaras $350 mensualmente en una cuenta que otorga el 8% anual capitalizable 
mensualmente, durante 10 años? 


2. Para poder comprar un carro con valor de $240,000.00, si la agencia cobra un interés de 15% anual capitalizable 
mensualmente, por un total de 7 años, ¿cuánto voy a pagar mensualmente? 


3. Para comprar una casa de $1, 400, 000.00, a pagar en 20 años, con un interés de 9.5%, ¿cuánto pagaré 
mensualmente? 


4. Una persona deposita $7500 en una cuenta de ahorros que paga 9.5% anual de interés compuesto semestralmente. Si 
no vuelve a hacer depósitos, ¿cuánto tiempo tarda en duplicar su capital? 


5. Una persona solicita un crédito para comprar una camioneta. El costo es de $180,000 y el trato lo hizo a 24 
mensualidades con una tasa de interés del 11% anual compuesto mensualmente ¿cuánto pagará en total? 


6. Investiga el precio real de un auto y una casa, las tasas de interés a las que se financien. Realiza el cálculo de los 
pagos mensuales que tendrías que pagar por el auto y la casa que deseas si realizas la compra a crédito. 
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Teorema del binomio. 


(A) Cuadrado de un Binomio. 


Forma : (a+b? 
Características : Nótese que es la suma o diferencia de dos números, además, están afectados por un exponente DOS. 


Regla : 
v Cuadrado del primer término. 
Y” Mas el doble producto del primer término por el segundo término. 
Y” Mas el cuadrado del segundo término. 


a? +2ab+b? 
Vgr: E 
a +3) = (54 =2)" = (Esa? +30) = 
(a +2al3)+(B= 2. (a) +2(3a-2)+Y = 3. sa? f +2(-5a? lb) + GY = 
4a? +12a +9 9a? -12a +4 


25a* -30a*b +9b° 


A A A A a a a iaeiaiai iaie 


Nótese que: 


v cuando los dos términos del binomio tienen el mismo signo, los signos del Trinomio Cuadrado Perfecto son 
Positivos. 


v cuando los signos de los términos del binomio son diferentes, en el Trinomio Cuadrado Perfecto el término que 
representa_el doble producto es negativo, mientras que ambos cuadrados son positivos. 


a Quiere decir entonces que tenemos 4 casos diferentes de signos en el binomio, pero solo 2 casos diferentes de signos 


en el TCP: 
Observe cuidadosamente estos signos y 
1. (a + by = a? +2ab+b? recuérdelos para el capítulo de 
2 (a -by = a? —2ab+b? factorización, ya que puede comprobar en 
2 2 2 este momento que solo puede existir_un 
3. (-a+b) = a° —2ab+b s 
TCP con estos signos. 
4. (-a-b? = a? +2ab+b? 
(B) Cubo de un Binomio. 
Forma: (a+) 
Características: Debe ser un Binomio formado por la suma o diferencia de dos números afectado por un exponente TRES. 
Regla: 
Y” Cubo del primer término. 
Y Mas el triple producto del cuadrado del primer término, por el segundo. 
Y Mas el triple producto del primer término, por el cuadrado del segundo. 
Y 


Mas el cubo del segundo término. 


A 
a? +3a?b +3ab? +b? SÁ 
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Var: 
(2a + 3) = 
1. (2af +3(2a) 8)+32a BY + (8) = 
8a* + 364? + 54a + 27 


(Ba—5b)' = 
2. (Baf +3(3a) (5b)+3Ba(5bY +(5b)' = 
27a? —135a°b + 225ab? —125b° 


(- 4a? +b) = 
3 Esa +3(4a?) (0) +34a? JoY + (0) = 
-64a* +48a*b-12a*b* +b’ 
(- ab? — 2c) = 
4 Lab +3Lab Y (2c)+3ab? e 2c} + (20) = 


- ab? —-6a?*b*c -12ab*c? — 8c? 


Y” Observe los signos del binomio y compárelos con los del polinomio, y encontrará como se repite la 
secuencia del binomio en el polinomio. 


v Quiere decir entonces que tenemos 4 casos diferentes de signos en el binomio y en el PCP, que se pueden 


aprender fácilmente observando que: así como están los signos en el binomio, así están en el PCP. 


o (a+b) = a? +3a?b+3ab? +b? 
o (aby = a? -3a?b+3ab? -b° 
o) -a+bY = a? +3a*b-3ab? +b* 
o a-bY = a? -3a*b-3ab? -b° 


v Observe cuidadosamente y recuerde lo anterior para el capítulo siguiente, ya que puede comprobar 
en este momento el comportamiento de los signos en el PCP y su respectivo binomio. 
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(c) Binomio a la n 


Forma: (a sE b)” 


Características: Debe ser un Binomio formado por la suma o diferencia de dos números afectado por un 
exponente entero cualquiera. 

Quiere decir que incluye también a los dos casos anteriores de binomio al cuadrado y al cubo, que se podrán resolver 
igual, con el triángulo de Pascal, aunque se acostumbran las formas anteriores por su rapidez y facilidad. No obstante para un 
binomio como (a+b)* y más grandes (el exponente) se estudia mejor el: 


Triángulo de Pascal: 


2 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 


Cada renglón de números, es el resultado de la suma de la pareja de números que se encuentran arriba de él, en el 
renglón anterior, por ejemplo, el 3 es el resultado de 1 + 2 , el 6 es el resultado del 3 + 3, y también de 5 + 1 en el último 
renglón. 


La cantidad de renglones en este triángulo es infinita, aquí solo hemos llegado hasta el “séptimo renglón” como 


objetivo de ejemplificación. 


Este arreglo de números representa el valor de los coeficientes de la serie de términos que son el resultado final de 


elevar el binomio al exponente ' n * (que le corresponde a ese renglón). 


Note la secuencia de la diagonal y 
la relación con el número de 


Observe el exponente del binomio a que pertenece, según el renglón: hee y el exponente del 
(a+b)? 1 renglón0 <- ~ 
(a+b) 1 1 renglón1 <- 3 
(a+b y? 1 2 1 renglón2 <- E 
(a+b)? 1 3/ 3 1 rengón3 <=- 
(a+b) 1 4 6 4 1 rengón4 7 
(a+b) 1 5/ 10 10 5 1 renglón 5 y 
(a+b) 1 6/ 15 20 15 6 1 rengón6  «.-- 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofistgmail.com 


78 


Observe las series de términos en sus exponentes de cada variable y sus respectivos coeficientes: 


1 0 (a+b)? 
1 1 a+b (a+b) 

1 2 1 a? + 2ab + b? (a+b) 

1 3 3 1 a3 + 3a?b + 3ab? + b’ (a+b) 

1 4 6 4 1 at + 4a3b + 6a?b? + 4ab? + bt (a+b) 

1 5 10 10 5 1 a+ 5a*b + 10a8b? + 10a?b? + 5ab* + bë (a+b)’ 


1 6 15 20 15 6 1 a+ 6ařb + 15aʻb?+ 20a%b*+ 15a°bt+ 6abé+b8 (a+b y 


Para encontrar todo lo demás, es decir, las variables y sus exponentes, baste con observar que: 


Y” Son siempre dos letras: a y b en cada término del producto notable. 


v El exponente de cada ‘ʻa’ comienza de izquierda a derecha con el mismo exponente del binomio a elevar, y en cada 


termino va disminuyendo de uno en uno hasta llegar a cero (al = 1). 


v El exponente de cada ‘b’ comienza de derecha a izquierda con el mismo exponente del binomio a elevar, y en cada 


termino va disminuyendo de uno en uno hasta llegar a cero (b? = 1). 


Seguramente ya habrá notado que en las columnas de cada renglón, esta cada uno de los coeficientes de los 


términos (que son los del triángulo de pascal) . Este es el objetivo del triángulo, darnos solamente estos coeficientes, para 
encontrar de manera rápida y abreviada el producto notable a que pertenece. 


En la tabla anterior puede observar también el resultado del binomio al cuadrado y al cubo que hemos ya estudiado de otra 


forma, pero que encajan en lo propuesto por el triangulo de pascal. 


Una vez encontrado el producto notable de (a + b)” ,¡úselo como fórmula de solución para generalizar cualquier caso, en 


donde, para facilitarse los cálculos y el procedimiento tenemos: 


Escriba la fórmula del producto notable deseado 

Vuelva a escribirla pero sustituyendo cada letra ʻa’ y ‘b’ por un paréntesis. 

Escriba dentro de cada paréntesis el primer termino del binomio en donde estaba la ʻa’, y el segundo termino 
del binomio en donde estaba la ‘b’. 


4. Efectúe los cálculos obtenidos 
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Var: (1 -2y) 


Formula: a5- 5a%b + 10a%h?- 10a?b3 + 5ab?*: bë (— Obtenido del T. de Pascal, esta será la fórmula. 


En lugar de cada letra un paréntesis 


Sustitución: OESO 10 P IRIS 


Colocar el primer y segundo término en los paréntesis correspondiente 


PE 5( xX? )4( 2y ) + 1008 ( 2y 1008 ( 2y + 508 X( 2y 3 (2y )? 


Resuelva cada término anterior, Recuerde la jerarquía de operaciones, primero las potencias. 


respuesta: x 15-10 x 12y + 40 x °y 2-80 x ĉy 3+ 80 x? y * 32 y 5 


Pero, ¿qué pasa con los signos?; esto es muy fácil, ya que solo tenemos que recordar los casos que estudiamos para 
el binomio al cuadrado y al cubo, porque: 


v Los signos de el producto notable de un binomio a la ‘n’ donde ‘n’ es par, tendrá el mismo comportamiento 


que tiene el binomio al cuadrado (n = 2). 


v Los signos de el producto notable de un binomio a la ‘n’ donde ‘n’ es non, tendrá el mismo comportamiento 
que tiene el binomio al cubo (n = 3). 


LALO LOL BOO LO LAO (E O LOL A O LO LALA O LL SO LO 1 AOL ABO L ARO (ABE LO 1 AOL A O LOL BOO O LO 1 AOL O ABO L ARC (ABE O LO 1 AOL ABO L ARC (AEE O LO AE (ABS LALA O ABY AE O ABO L AC (AB LO ABE O ABO L AC (AE O LO L AE LO L AC (ABE S ABD LO L ABE LO L AE LO S AE E S A S ALAE SAAE 


Más propiedades del triángulo de Pascal: http://www.estadisticaparatodos.es 
Lo difícil es mirar este triángulo durante un par de minutos y no encontrarle alguna regularidad oculta. 


Æ Números poligonales 
¿Podríais decir qué sucesiones son las que forman las diagonales del triángulo? Las primeras de la izquierda y la derecha no 
son más que unos. Las segunda forman la sucesión de los números naturales... ¿Y la tercera? ¿Y la cuarta? 


En la diagonal tercera marcada aparecen los números triangulares, pero además 
en la inmediata inferior aparecen los números tetragonales, es decir, los que 
forman las pirámides triangulares, cuyos pisos son a su vez números 


triangulares. 


Los números cuadrados se encuentran en el triángulo de Pascal recurriendo a la misma diagonal que en el caso anterior: 
construimos cada uno sumando dos números triangulares consecutivos. Eso nos proporciona: 1,4, 9, 16, 25, ... 
De hecho, por este método recurrente podemos construir todos los números poligonales, y en ese sentido están presentes en el 


triángulo de Pascal. 
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$ La suma de los elementos 
La suma de los elementos de cualquier fila es el resultado de elevar 2 al número que define a esa fila. Así: 


20=1 
21=1+1=2 
22= 14241 =4 


23 = 1+3+3+1 =8 
24 = 1+4+6+4+1 = 16 


Æ Sucesión de Fibonacci 


La serie de Fibonacci puede ser encontrada también en el triángulo de Pascal. 
Dividiendo al mismo según las líneas que mostramos en el diagrama, los números 
atrapados entre ellas suman cada uno de los elementos de esta sucesión. 
Recordemos que esta sucesión (que, por cierto, se construye de manera similar al 


triángulo de Pascal), es: 


1,1,2,3,5,8,13,21,... (an+1 = an + an-1COn ao = 1, ai= 1) 


Cualquier diagonal que empiece en un extremo del triángulo, y de la longitud 
que sea, cumple la siguiente propiedad: 
La suma de todos los números que la integran se encuentran justo debajo del 


último de ellos, en la diagonal contraria. 
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Los números del triángulo de Pascal coinciden con los números combinatorios. El número combinatorio nCm (n sobre 


m) se encuentra en el triángulo en la fila n+1, en el lugar m+1. 


El número combinatorio nm (n sobre m) que representa el número de grupos de m elementos que pueden hacerse de 
entre un conjunto de n (por ejemplo, (4 sobre 2) nos da el número de parejas distintas que podrían hacerse en un grupo de 


cuatro personas), se encuentra en el triángulo en la fila n+1, en el lugar m+1. 
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2 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
En notación de combinatoria seria: A 
m 
0 
0 
DY 
oj U 


A saber: n = nn 
m) m(m-n} 


La fórmula general del llamado Binomio de Newton (a + b)" está formada por unos coeficientes que coinciden con la línea 


número n+1 del triángulo de Pascal La fórmula es: 
HN 
n = 
(a+b =| lab 
r 


r=0 


1. Ejemplo: Desarrollar mediante el binomio de newton: 


(2 +3x)* = 


oe = Hg -3x «(32 -(3x) - (eeo + (Jeo - 


=164+96x +216x? +216x? +81x* 


2. Ejemplo: Desarrollar mediante el binomio de newton: 


(2-3y) = 


= (+) 2*- H 2°.3y + (2 -(3y) - ($20 + (2) (3y)* = 


=16-96y +216y? -216y?* +81y* 
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Una forma de evitar tener que calcular uno a uno todos los términos de un binomio a la n, seria usar la fórmula 
anterior. 


Ejemplo: Calcular sin desarrollar, el término que ocupara el 3er lugar en el desarrollo: (a + by? 
3 3 
3—r pr 
Tenemos: (a AS b) = y F ab , entonces: si r es el número de término requerido -1 
r=0 


Si en este caso requerimos el tercer término entonces r= 3- 1 


3 
a” b? = 3ab* 
2 


3. Ejemplo: Calcular sin desarrollar todo el polinomio, el término que ocupara el lugar 220 en el desarrollo (a? + 
b) 400 


400 (a Joa py ES 400 a882 pero 


219 219 
4. Ejemplo: Hallar el término quinto del desarrollo de 
(x + 2y T 
5 4 4 
T. = y x-(2y)' = 80xy 
5. Ejemplo: Hallar el término cuarto del desarrollo de 
(2-3y)* 
T, = (-17 [4 l2- (3)? =-216y° 
3 
6. Ejemplo: Encontrar el término quinto del desarrollo de 
7 
(==) 
x 
T, =(-1)- Aya. (1 *_35 
> 4 x} x 
7. Ejemplo: Buscar el término octavo del desarrollo de 


ES A 3y°)” 


neay (Ne oY 200 


El Triángulo de Pascal o Tartaglia tiene un origen, como en muchos otros casos, muy anterior al de estos dos 
matemáticos . Se tienen referencias que datan del siglo XII en China. De hecho, algunas de sus propiedades ya fueron 
estudiadas por el matemático chino Yang Hui (siglo XIII), así como el poeta persa Omar Khayyam (siglo XII). El que se le 
asocie el nombre del filósofo, matemático Pascal (1623-1662) se debe a que el francés escribió el primer tratado sobre el 


triángulo. Lo deTartaglia (1500-1557) viene porque el italiano fue de los primeros que lo publicaron en Europa. 
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¡-_———————_—_—__——====——AA KK + 
Ejercicios 


Encuentre el desarrollo de los siguientes binomios por medio del triangulo de pascal: 


1. (e + y*) = 
2. (£ + 2y f= 
3. (8x + y? = 


: : : A . 12 
4. Mediante el binomio de Newton encuentre el noveno término de (e + y) = 


5. Mediante el binomio de Newton encuentre el noveno término de (e = yr = 
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6. Mediante el binomio de Newton encuentre el noveno término de (3x +2y* p = 


7. Mediante el binomio de Newton encuentre el noveno término de (e -4 y) = 
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ANÁLISIS COMBINATORIO (Variaciones, Permutaciones y Combinaciones) 


REGLA DE MULTIPLICAR 


Si el objeto Ai puede ser elegido mediante kı procedimientos, luego para cada una de éstas elecciones del objeto A: otro objeto 
A2 puede ser elegido por k2 métodos, después cada una de estas elecciones, tanto del Ai como del Az, el tercer objeto Az puede 
ser elegido por ks procedimientos, etc... incluyendo el m-ésimo objeto Am, el cual puede ser elegido mediante km métodos, 
entonces el objeto que figura en la elección de todos los m objetos junto, es decir, el objeto "A: y A2 y Az y ... y Am" puede ser 
elegido por Kk1-k2-k3-...-Km métodos. 


e Ejemplo (Regla de Multiplicar) : 
¿Cuantos números pares de tres cifras se pueden formar, usando las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6, si éstas pueden repetirse? 


Al formar un número par de tres cifras A1A2A3 con ayuda de las cifras dadas, en vez de Aı puede tomarse una cifra cualquiera, 
salvo el 0, es decir 6 posibilidades. En vez de A2 pueden tomarse cualquier cifra, es decir 7 posibilidades, y en vez de Az 
cualquiera de las cifras 0, 2, 4, 6, es decir 4 posibilidades.De este modo, conforme a la "Regla de Multiplicar" existen 6:7-4 = 
168 procedimientos. 

Así pues, con las cifras dadas pueden formarse 168 números pares de tres cifras. 


e Ejemplo (Regla de Multiplicar) : 


Si a un estudiante se le pide que forme un numero de dos cifras utilizando los números 4 a 7, los posibles resultados serán: 
44,45,46,47,54,55,56,57,64,65,66,67,74,75,76,77. Luego existen 16 formas distintas. 


4 44 4 54 
5 ——— 465 5 55 
4 6 46 E 6 56 
7 —— Y 7 57 
4 64 4 74 
5—6 A 5 75 
7 
6 E 6 i eoo 6 76 
e - T 77 
1. Es importante tener en cuenta varios aspectos del diagrama: 
2. El orden, es decir, si el primer digito es 1 y el segundo es 2, el número será 12 
3. De la misma forma si el primer digito es 2 y el segundo es 1, el número será 21. 
4. Si los elementos de muestra se pueden repetir, es decir, existe el número de dos cifras cuyo primer digito es 4 y el 
segundo digito es 4, el número será 44 y de igual forma tendremos, 11, 22,33. 
5. En el diagrama cada rama es una forma distinta de formar un número de dos cifras. De tal manera que si se quiere 


formar un número de 3 cifras, entonces se construyen tres ramas para cada digito en la segunda columna. 


Conteo (o combinatoria): 
Es la parte de la matemática que estudia diversas formas de realizar agrupaciones con los elementos de conjunto, formándolas 


y calculando su número. 
Existen distintas formas de realizar estas agrupaciones, según se repitan los elementos O NO, según se puedan tomar todos 


los elementos O NO y si influye O NO el orden de los elementos 


Estas formas son: 


Variaciones sin repetición * Permutación sin repetición * Combinación sin repetición 
Variaciones con repetición <- Permutación con repetición * Combinación con repetición 
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Una vez que se determine de qué tipo son, se pueden realizar los cálculos combinatorios para calcular el número de 


agrupaciones que existen. 


Pautas para la resolución de problemas 


e Si en cada agrupación figuran sólo algunos de los elementos disponibles, importando el orden de colocación de éstos, 


entonces es un problema de variaciones. 


e Si en cada agrupación figuran todos los elementos disponibles, importando su orden de colocación, entonces se trata 


de un problema de permutaciones. 


e Si en cada agrupación figuran sólo algunos de los elementos disponibles, sin importar el orden de colocación de éstos, 


entonces estamos ante un problema de combinaciones. 


¿Importa |¿Pueden (Elementos [Elementos |En cada 


Agapaciones [iia orden? repetirse? por grupo |disponibles (agrupación... IOEuces 
l Vo = 01: (m-1):(m -2)..{m-n +1) 
sin 
repetición No, ao Vy? = mo 

VARIACIONES SI AS (m = n)! 
con AA 
repetición pl rica VR» =m 
AN NO P, =n! 
repetición 

PERMUTACIONES SI n=m n! 
con SI a,b,c, E 
repetición n M E able. 

A E $ m! 
Gl a= 
ÉS n) ni(m—n)! 
S NO 
repetición Si 
Ch = 2 
COMBINACIONES NO ns m ra — P 


repetición 


1 k ap ren 


n!(m-1)! 


Æ La diferencia entre combinaciones y por otro lado de las variaciones y permutaciones es el orden de los elementos. 
E Si importa el orden se utilizan variaciones si no tomamos todos los elementos y permutaciones si tomamos todos los 


elementos, pero si el orden no importa tomamos combinaciones. 
Un ejemplo tienes las letras A B C D 


1) quieres calcular las posibles maneras de escoger 3 letras de estas cuatro, como no importa el orden son 
combinaciones de 4 elementos tomados de 3 en 3. 
yson  C(4,3) = 41/(31*1!) = 4 

A,B,C 

A,B,D 

A,C,D 

B,C,D 

y no importa el orden de las letras A,B,C es lo mismo que B,C,A y C,A,B 


2) Si quieres calcular cuantas palabras (aunque no existan) de 3 letras se pueden formar con las 4 
anteriores,utilizamos Variaciones de 4 elementos tomados de tres en tres. 


V(4,3)=41/(4-3)|=41/1!=4!=24 


3) Si quieres saber cuantas formas posibles hay de ordenar la cuatro letras son permutaciones de 4 = 4!=24 
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¿Puede 
haber 
repeticion? 


¿En cada 

configuracion 

intervienen todos 

los elementos ¿Puede 


¿influye el haber . 
orden? repeticion: 


configuracion 
intervienen todos 
los elementos 


Nótese que la opción de que Si se pudiera intervenir todos los elementos para la combinación se omite ya que la respuesta seria la unidad. 
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ermutaciones 
ordinarias 


Permutaciones 
conrepeticion 


Variaciones 
ordinarias 


Variaciones 
con 
repeticion 


Combinaciones 
ordinarias 


Combimaciones 
con repeticion 
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VARIACIONES 
5! 
(5-3)! 


De n elementos tomados entre m, son 
todas las posibles formas de ordenar n 
elementos de los de m. 


Importa el orden. Es decir, (a, b, c) es 
distinto de (c, b, a). 


VARIACIONES CON REPETICION 


Es lo mismo que la anterior, pero 
incluyendo también las formas en que se 
repiten los elementos. 


Es decir, existe (a, a, a), (a, b, b), etc. 
Sigue importando el orden: 


(a, a, c) es distinto de (a, c, a) 
PERMUTACIONES 


Igual a las Variaciones, entrando todos 
los elementos, sin que se repitan, e 
importando el orden. 


PERMUTAC. CON REPETICION 
Como lo anterior, pudiéndose repetir 


los elementos 


COMBINACIONES 


Igual a las Variaciones, pero sin 
importar el orden; es decir, (a, b, c) es la 
misma que (a, c, b). 


COMBINAC. CON REPETICION 


Igual que las Variaciones con 
repetición, pero pudiéndose repetir los 
elementos 


RELACIONES NOTABLES 


La expresión (”) se llama Entre las Combinaciones y las 


: ` : 3 riaciones, la relación es: 
“número combinatorio” y tiene Variaciones, 


como valor: 
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VŠ F Vs z= 


e 5x4x3x2x1 a 
E 2x1 E 


V? =3 =9 


De a, b, c de 2 en 2: 
a,a b,a c,a 
a,b b,b c,b 
a,c b,c c,C 


E 7x6x5x4x3x2x1 D 
- 4x3x2x1x3x2xl1 


Se verifica: 


n _ pm-n 
Cp =; Cp 


n n n-1 
Cu E Cra + Cri 
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Variaciones sin repetición: 
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Se llama variaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n (m 2 n) alos distintos grupos 
formados por n elementos de forma que: 


roV, 
Las variaciones se denotan por ™ dial 


No entran todos los elementos. 
Sí importa el orden. 
No se repiten los elementos. 


VE =m (m -1)(m - 2) (m -3)---(m-n+1) 
También podemos calcular las variaciones mediante factoriales: 


m! 
Va moni 


Ejemplos 


1. 


Calcular las variaciones de 6 elementos tomados de tres en tres. 
vè =6-5-4=120 
3 6! 6-5-4-3! _ 


vè -q-a ar 7654-120 


¿Cuántos números de tres cifras diferentes se puede formar con los dígitos: 1, 2, 3, 4,5 ? 
m=5 n=3 mèn 

No entran todos los elementos. De 5 dígitos entran sólo 3. 

Sí importa el orden. Son números distintos el 123, 231, 321. 

No se repiten los elementos. El enunciado nos pide que las cifras sean diferentes. 


V3 =5-4.3=60 


¿Cuántos números de tres cifras diferentes se puede formar con los dígitos: 0, 1, 2, 3, 4,5? 
m=6 n=3 mn 
Tenemos que separar el número en dos bloques: 


El primer bloque, de un número, lo puede ocupar sólo uno de 5 dígitos porque un número no comienza por cero 
(excepto los de las matriculas, los de la lotería y otros casos particulares) 
m=5 n=1 
El segundo bloque, de dos números, lo puede ocupar cualquier dígito menos el inicial. 
m=5 n=2 
vi NE =5-5-4=100 


A un concurso literario se han presentado 10 candidatos con sus novelas. El cuadro de honor lo forman el ganador, el 
finalista y un accésit. ¿Cuántos cuadros de honor se pueden formar? 
m=10 n=3 


No entran todos los elementos. De 10 candidatos entran sólo 3. 
Sí importa el orden. No es lo mismo quedar ganador que finalista. 
No se repiten los elementos. Suponemos que cada candidato presenta una sola obra. 


Vi, =10-9.8=720 


¿Cuantos números de tres cifras distintas se pueden formar con las nueve cifras significativas del sistema decimal? 
Al tratarse de números el orden importa y además nos dice "cifras distintas" luego no pueden repetirse. 


Vo =9:8-7= 504 


Por tanto, se pueden formar 504 números : 


Calcular las posibles variaciones de 2 elementos que se pueden establecer con los números 1, 2 y 3. 
ahora tendríamos 6 posibles parejas: (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1) y (3,3). En este caso los subgrupos (1,2) y (2,1) se 
consideran distintos. 


Calcular las posibles variaciones de 3 elementos que se pueden establecer con los colores rojo, amarillo, verde y azul, 
calcular las combinaciones con 2 elementos. 
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8. Calcular las posibles variaciones de 2 elementos que se pueden establecer con las letras A, B, C, D y E. 


9. Calcular las posibles variaciones de 4 elementos que se pueden establecer con las frutas naranja, plátano, papaya, 
mango y pera 


Variaciones con repetición: 


Para calcular el número de variaciones con repetición se aplica la siguiente fórmula: 


Vimn = m” 
ó VR? =n” 
Ejemplos: 
1. V'10,4 son las variaciones de 10 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4 elementos: 
A 
Wio4 = 104 = 10.000 
Es decir, podríamos formar 10.000 subgrupos diferentes de 4 elementos. 
2. ¿Cuantos números de tres cifras se pueden formar con las nueve cifras significativas del sistema decimal? 
Al tratarse de números el orden importa y además no dice nada sobre "cifras distintas" luego si pueden repetirse. 


VR =9* =729 


Por tanto, se pueden formar 729 números : 


3. ¿Cuantas palabras distintas de 10 letras (con o sin sentido) se pueden escribir utilizando sólo las letras a, b? 


Al tratarse de palabras el orden importa y además como son palabras de 10 letras y sólo tenemos dos para formarlas, 
deben repetirse. 


10 _ 910 _ 
Por tanto, se pueden formar 1024 palabras : VR =2 =1024 


4. V'10,4 son las variaciones de 10 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4 elementos: 


i 24 
Vios4 = 10 = 10.000 


Es decir, podríamos formar 10.000 subgrupos diferentes de 4 elementos. 
5. V'8,4 son las variaciones de 8 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4 elementos: 


V84= 8* = 40% 


6. V'9,3 son las variaciones de 9 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 3 elementos: 


v93 = 9° = 729 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofis@gmail.com 


91 


Permutaciones sin repetición: 


Posibles agrupaciones que se pueden establecer con todos los elementos de un grupo, por lo tanto, lo que diferencia a cada 
subgrupo del resto es el orden de los elementos. 


Se llama permutaciones de m elementos (m = n) a las diferentes agrupaciones de esos m 
elementos de forma que: 


Sí entran todos los elementos. 

Sí importa el orden. 

No se repiten los elementos. 

=n! 
Se calcula: 

Ejemplos: 


1. Calcular las permutaciones de 6 elementos. 
Ps=6!=6-5-4-3-2.1=720 


2. ¿Cuántos números de 5 cifras diferentes se puede formar con los dígitos: 1, 2, 3, 4, 5? 
m=5 n=5 


Sí entran todos los elementos. 
Sí importa el orden. 
No se repiten los elementos. El enunciado nos pide que las cifras sean diferentes. 
P; =5!=5.4-3-2-1=120 
3. ¿De cuántas formas distintas pueden sentarse ocho personas en una fila de butacas? 
Sí entran todos los elementos. Tienen que sentarse las 8 personas. 
Sí importa el orden. 
No se repiten los elementos. Una persona no se puede repetir. 
P =8! = 40320 
4. Con las letras de la palabra DISCO ¿cuantas palabras distintas se pueden formar? 
Evidentemente, al tratarse de palabras el orden importa. Y además n = m, es decir tenemos que formar palabras de 


cinco letras con cinco elementos D, l, S, C, O que no están repetidos. 
R=5!=5:'4:3:2-1=120 


Por tanto, se pueden formar 120 palabras : 
5. De cuántas maneras se pueden ordenar 5 libros distintos. 


P, =5! =5x4x3x2x1=120 


6. Calcular las posibles formas en que se pueden ordenar los número 1, 2 y 3. 
Hay 6 posibles agrupaciones: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) y (3, 2, 1) 


7. Calcular las posibles formas en que se pueden ordenar los números impares 1, 3, 5,7,9y11 


8. Calcular las posibles formas en que se pueden ordenar las letras A, B, C,DyE. 


9. De cuantas formas se pueden ordenar las pelotas con los colores rojo, amarillo, verde, marrón, negro y azul 
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Permutaciones CON repetición : 


Para calcular el número de permutaciones con repetición se aplica la siguiente fórmula: 


xl, x2, ...xk 
Pr r i 


+ 


xlt xl"... Xk! 


Son permutaciones de "m" elementos, en los que uno de ellos se repite " x1 " veces, otro " x2 " veces y así sucesivamente 
hasta uno que se repite " xx " veces. 


Ejemplos: 


1. Calcular las permutaciones de 10 elementos, en los que uno de ellos se repite en 2 ocasiones y otro se repite en 3 
ocasiones: 


aià 10! 
Pp? = ~ = 32.40 
21*31 


2. ¿De cuántas maneras distintas pueden colocarse en línea nueve canicas de las que 4 son blancas, 3 amarillas y 2 
azules? 


El orden importa por ser de distinto color, pero hay canicas del mismo color (están repetidas) y además n = m, es decir 
colocamos 9 canicas en línea y tenemos 9 canicas para colocar. 


a2_ 9 _9:8:7:6:35:4! 
41-31-21 41-312! 


Combinaciones sin repeticion: 


Determina el número de subgrupos de 1, 2, 3, etc. elementos que se pueden formar con los "n" elementos de una 
muestra. Cada subgrupo se diferencia del resto en los elementos que lo componen, sin que influya el orden. 


a Ch OC 
Las combinaciones se denotan por —*” mn 


Se llama combinaciones de m elementos tomados de n en n (m 2 n) a todas las 
agrupaciones posibles que pueden hacerse con los m elementos de forma que: 


No entran todos los elementos. 
No importa el orden. 
No se repiten los elementos. 


n 
cn -Ym 
m 
Pp 
También podemos calcular las combinaciones mediante factoriales: 
n m! 
T nl(m-n)! 


Ejemplos 


1. Calcular el número de combinaciones de 10 elementos tomados de 4 en 4. 


4 _ 101 _10-9-8-7-6f_ 23. 
Ch -grei ga zas 103:7=210 


2. En una clase de 35 alumnos se quiere elegir un comité formado por tres alumnos. ¿Cuántos comités diferentes se 
pueden formar? 
No entran todos los elementos. 
No importa el orden: 
No se repiten los elementos. 
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3. Calcular las posibles combinaciones de 2 elementos que se pueden formar con los números 1, 2 y 3. 


Se pueden establecer 3 parejas diferentes: (1,2), (1,3) y (2,3). En el cálculo de combinaciones las parejas (1,2) y (2,1) 
se consideran idénticas, por lo que sólo se cuentan una vez. 


4. Se tienen las letras A, B, C, D, E, calcular el número de combinaciones posibles con 3 elementos diferentes. 
5. Se tienen pelotas de color rojo, amarillo, verde y azul, calcular las combinaciones con 2 elementos. 


6. En una fuente se tienen 5 frutas en el siguiente orden naranja, plátano, papaya, mango, pera, que otras combinaciones 
se podrían realizar. 


7. Cuantos grupos de 5 alumnos pueden formarse con los treinta alumnos de una clase. (Un grupo es distinto de otro si 

se diferencia de otro por lo menos en un alumno) 
No importa el orden (son grupos de alumnos). No puede haber dos alumnos iguales en un grupo evidentemente, luego 
sin repetición. 
Por tanto, se pueden formar 142506 grupos distintos : 

5 3) 30! 30-29-28-27-26-25! 

Cy = = = 
St ( 


= 142506 
5 30-5)! 51-25! 


Combinaciones CON repetición) : 


Para calcular el número de combinaciones con repetición se aplica la siguiente fórmula: 


— (mtn-1)! 


¡84 
sa n!i*(m-1)! 


Ejemplos: 


1. C'10,4 son las combinaciones de 10 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4, en los que 2, 3 o los 4 
elementos podrían estar repetidos: 


13! _ 13*12*11+*10*9*3*746*5+4+3*2%+*] 


— = = 7153 
41 *91 (AFETEZED ANDES ITA IA ES RED 


C'10,4 = 


Es decir, podríamos formar 715 subgrupos diferentes de 4 elementos. 


2.  C'8,4 son las combinaciones de 8 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4, en los que 2, 3 o los 4 
elementos podrían estar repetidos: 


11! 11*10*9*8*7* 6*5 k4*3*2*] 
c84- AA _  _ = = 39 
417! (4*3 *2* 1) *(7*6*5#4*3*2*]) 


3. C'7,4 son las combinaciones de 7 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4, en los que 2, 3 o los 4 
elementos podrían estar repetidos: 


10! JODIE PEGAS 
CA = — => 22 = 210 
4l + 6! (4 * 3 * 2 * 1) * ( fal * 5 * 4 * 3 * 2 * 1) 
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4.  C'6,4 son las combinaciones de 6 elementos con repetición, agrupándolos en subgrupos de 4, en los que 2, 3 o los 4 
elementos podrían estar repetidos: 


9! DAZRTAGASAGAZADAY 
C64 = ——_ — = 126 
41+ 51 (43 *2*]) *(5*4*3*2*]) 


5. En una contfiteria hay cinco tipos diferentes de pasteles. ¿De cuántas formas se pueden elegir cuatro pasteles) 
No importa el orden (son pasteles). Puede haber dos o más pasteles en un grupo, luego con repetición. 


s[i- 8! 0876-5-4! 
4 41 ( 
EJERCICIOS 


1) ¿Cuántos números de 3 cifras distintas se pueden formar con los números 2,3,5,7,8,9 


2) Cinco personas entran en un vagón de ferrocarril en que hay 7 asientos ¿Cuántas maneras distintas se pueden sentar? 


3) ¿Cuántos números de 4 cifras distintas 
a) Se pueden formar con los números 1,3,5,6,8,0 


b) Cuántos de ellos son pares? 


4) Si tenemos la siguiente placa de auto, con dos letras y 4 números, de las cuales se pueden repetir ¿Cuántas placas se 
pueden formar? 


5) Si se quiere formar el siguiente comité con un presidente, dos secretarios y tres tesoreros, para la cual hay 32 postulantes 


para los cargos, mencionados anteriormente ¿Cuántos comités se pueden formar? 


6) De cuántas maneras 3 americanos, 4 franceses y dos italianos pueden sentarse de modo que los de la misma nacionalidad 


se sienten juntos? 
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7) ¿Cuántos arreglos distintos se pueden formar tomando cuatros dígitos 3,4,7,5,8,1 


8) El IP desea formar una comisión de 5 estudiantes, 3 de primer año y 2 de segundo año. Si se presentan 7 voluntarios de 


primer y tres para el segundo. ¿Cuántas maneras se puede formase esta comisión? 


9) Encontrar el número de palabras que se pueden formar con todas las letras de: “Marcelino”. 


10) ¿Cuántos números diferentes de 5 cifras se pueden escribir con los dígitos 1,2,3,4,5?, ¿Cuántos comienzan por 1? 


11) Se tienen 12 cadetes , 5 de la primera compañía, 4 de la segunda y 3 de la tercera ¿De cuántas maneras pueden alineárse 


los cadetes por compañías? 


12) ¿Cuántas combinaciones de tres cifras, puede hallarse con los dígitos impares? 


13) Cada uno de los cuatro jugadores recibe 13 cartas de 52, en un juego ¿Cuántos juegos distintos pueden formarse? 
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14) Encontrar el número de palabras que se pueden formar con las letras de ALGEBRA, pero que la L siempre este primero? 


15) Cuántos números de 6 cifras se pueden formar con los dígitos 1, 2, 4, 6, 7, 8 sin cifras repetidas. ¿Cuántos son pares y 


cuántos son impares? 


16) De cuántas maneras se pueden formar 4 hombres y 4 mujeres en una mesa redonda de modo que siempre haya género 
alternado. 


17) En una caja hay 5 pelotas negras, 6 pelotas blancas, 7 verdes, se pide extraer 3 pelotas con reemplazo. ¿Cantidad de 
formas en que puede darse este proceso permutaciones? 


sj 


18) ¿De cuántas maneras se pueden colocar las letras VISITING? , ¿Cuántas de ellas tienen las tres “l” juntas? 
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19) Una persona sale de vacaciones desea llevarse 4 libros para leer. Dispone de 4 novelas de ficción y 6 de cuentos cortos. 


¿De cuántas maneras puede hacer la elección si quiere llevar al menos una novela de ficción?. 


20) ¿Cuántas formas es posible distribuir 12 libros diferentes entre 4 niños de modo que cada niño reciba 3 libros? 


21) Un comité de 12 personas sería elegido entre 10 hombres y 10 mujeres de cuántas formas se puede hacer la selección si? 
i) No hay restricción 
li) Debe haber un par de mujeres 
iii) Debe haber 6 hombres y 6 mujeres 
iv) Debe haber más mujeres que hombres 
v) Debe haber al menos 8 hombres 


22) Con los dígitos: 0,1,2,3,4,5 ¿Cuántos números de 3 cifras se pueden formar?, ¿Cuántos son pares? 
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23) ¿Cuántas palabras pueden formarse con las letras de la palabra TRIANGULO? 


a) ¿Cuántas comienzan con T y terminan en cero? 
b) ¿Cuántas tienen las 4 vocales juntas? 
c) ¿En cuántas la A ocupa lugar impar? 


24) ¿Cuántos números de 5 cifras se pueden escribir con cuatro “dos” y cuatro “cincos”? 


25) ¿Cuál es el número de colocaciones diferentes de 7 libros en una estantería de modo que 3 libros determinados estén 


separado entre sí? 


26) ¿Cuántas palabras de tres letras se pueden formar con 5 consonantes y tres vocales de modo que dada palabra comience 


y termine en consonante? 


27) Determine el número de enteros de 6 dígitos (que no comiencen con cero) en los que: 
a) Ningún dígito se pueda repetir 
b) Se pueden repartir los dígitos 


28) ¿Cuántas permutaciones existen? 
a) Para las 8 letras a,b,c,d,e,f,g,h 
b) Cuántas permutaciones comienzan por a? 
c) ¿Cuántas palabras comienzan por a y terminan con la letra c. 
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29) ¿De cuántas formas es posible ordenar los símbolos a,b,c,d,e,e,e,e,e de modo que ninguna se quede junta a la otra. 


30) En una reunión de 6 personas, ¿Cuántos saludos de mano se pueden intercambiarse, si entre dada 2 personas, se dan la 


mano una sola vez? 


31) Con los dígitos 3,5,7,8,0 se forman todos los números, determine cuántos de ellos son mayores de 6500. 


32) ¿Cuántos números de 5 cifras pueden ser formados únicamente de “cuatros” y “doces” ? 


33) ¿Cuántos números de 5 cifras no tienen ni 5 ni 3? 


34) ¿Cuántos números de 6 cifras hay que no tienen dígitos repetidos? 


35) En una olimpiada de matemáticas participan 50 personas ¿Cuántas maneras se pueden quedar repartidos el primer, 


segundo y tercer puesto? 
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36) La junta directiva de la Empresa está formada por 8 mujeres y 7 hombres ¿De cuántas maneras se puede conformar una 
comisión de integrada por 3 mujeres y 4 hombres? 


37) Queremos ordenar 7 libros que tenemos: 4 son de matemáticas, 2 de astronomía y 1 de física (los de una misma materia 


son iguales) ¿de cuántas maneras los podemos ordenar en un estante? 


38) Queremos realizar una encuesta a 150 personas pero vamos a usar una muestra a solo 10 personas ¿Cuántas muestras 


podríamos utilizar? 


39) En la primera ronda de un campeonato de ajedrez cada participante debe jugar contra todos los demás una sola partida. Si 
participan 23 jugadores ¿Cuántos partidos se disputarán? 


40) En una liga de baloncesto juegan 20 equipos, todos contra todos dos veces (ida y vuelta) ¿Cuántos partidos se habrán 


jugado al final de la misma? 


41) Con los dígitos 1,2,3,4,y 5 ¿Cuántos números de cinco cifras, sin repetición se pueden formar. 
i) ¿Cuántos de esos números empiezan por 1 (120) 
ii) ¿Cuántos termina en 5 (24) 
iii) ¿Cuántos empiezan por 1 terminan en 5? (6) 
iv) ¿cuántos son pares? (18) 
v) ¿Cuántos son múltiplos de 5? (24) 
vi) ¿Cuántos son mayores que 20000? (96) 
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42) Un club de baloncesto dispone de 10 jugadores de los cuales 5 juegan a la vez ¿Cuántos equipos distintos de 5 jugadores 
pueden sacar el entrenador para cada partido (252) 


43) Siete jóvenes e igual número de señoras quieren formar pareja para el baile ¿Cuántas parejas distintas se pueden formar? 
(49) 


44) Si las placas de los vehículos estuvieron formado por un número de 4 dígitos y por dos letras, sin repetirse ninguna 
(abecedario de 28 letras) ¿Cuántas placas se podrán elaborar? ( 7560000). 


45) Se disponen 7 colores para diseñar una bandera que tiene 3 franjas horizontales de igual ancho pero de distinto color 
i) ¿Cuántas banderas se pueden diseñar que no tiene ningún color repetido? (210). 
ii) ¿Si se pueden repetir todas los colores? (343) 


46) ¿Cuántas palabras se pueden formar con las letras de la palabra CALABAZA? (1680). 


47) En una reunión hay 10 personas ¿Cuántos grupos de tres personas se pueden formar?, ¿En cuántos se estima una 


persona determinada? (84) 


48) con las letras de la palabra CINEMA 

a) ¿Cuántas palabras distintas se pueden formar, tengan o no sentido? (720) 
b) ¿Cuántas terminan en A? (120) 
c 
d 
e) ¿Cuántas comienzan por vocal? (360) 


¿Cuántas empiezan por M? (120) 


¿Cuántas comienzan con C y terminen en 1? (24) 


) 
) 
) 
) 


f) ¿Cuántas tienen vocal y consonante alternas? (36) 
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49) ¿De cuántas maneras se pueden sentar 3 chicos y tres chicas en fila, alternamente? (72) 


50) Hallar el número de permutaciones que se pueden hacer con la letras de la palabra FABADA (120) 


a) ¿cuántas comienzan y terminan en A? (24) 


b) ¿Cuántas tienen 3 vocales iguales? (24) 


c) ¿Cuántas comienzan por F y terminan en A? (12) 


RESPUESTAS: 
1 120 216 18 720 35 | 117,600 
2 21 2520 19 195 36 | 1960 
3 300 156 20 | 369,600 37 | 105 
4 6,760,000 21 | 125,970 | 45 | 44,100 | 40,935 | 10,695 | 38 | 1.16x10' 
5 | 54,371,520 22 180 40 39 | 253 
6 1728 23 5040 17,280 201,600 40 | 380 
7 360 24 30 41 
8 105 25 42 | 252 
9 362,880 26 60 43 |91 
10 120 | 24 | 3125 625 27 | 136,080 900,000 44 | 3,810,240 7,560,000 
11 103,680 28 | 40,320 16,777,216 | 5040 720 45 |210 343 
12 35 10 29 24 46 | 1,680 
13 30 15 47 | 120 84 
14 31 108 48 
15 720 480 240 | 32 32 49 | 36 
16 36 33 | 28,672 50 
17 816 34 | 136,080 
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Cálculo de raíces. 


Se calculará la raíz de cualquier índice con tantos decimales como se desee. 
RAÍZ CUADRADA 
Recordemos que la raíz cuadrada de un numero es otro numero que elevado a la segunda potencia es igual que el primero. 


Sus elementos son: 
Radical 


Índice. > —R 35 —————> Raíz 
Radicando 
Residuo parcial —————=> 334 

325 


Residuo final. ———————=>> 9 


Op. Auxiliares 


Líneas Auxiliares 


¿ CÓMO SE RESUELVE UNA RAÍZ CUADRADA? 


Resolvamos la siguiente raíz cuadrada: nieto dada ral 

73845.64 cuadrada utilizado por 
primera vez por Leonardo 
de Pisa en 1220. Este 
signo proviene de la 
palabra latina radix, de 
la que deriva el término 
español raíz. 


1. Se separa el Radicando en periodos de dos cifras a partir del punto decimal: 


7,38,45.64 


e El primer periodo puede tener una o dos cifras. 
e Si elúltimo periodo decimal quedara con una cifra se le agrega un cero. 


2. Se busca un número que multiplicado por sí mismo sea igual al primer periodo, sin excederse; Este será la primera cifra de la raíz. 


7,38,45.64 


3. Este número se eleva al cuadrado y se le resta al primer periodo con lo que se obtiene el primer residuo parcial. 
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4. Se baja el siguiente periodo a la altura del primer residuo parcial y se duplica la raíz escribiéndose el doble en la línea auxiliar 
correspondiente. 


7,38,45.64 
-4 
338 


5. Se busca un número que multiplicado por sí mismo y por el doble de la raíz sea igual o se acerque lo más posible a la cantidad que 
se formó con el primer residuo parcial y el segundo periodo, y se resta para obtener el segundo residuo parcial. 


7,38,45.64 

4 
338 

-3 29 


09 


6. Se baja el siguiente periodo y se duplica la raíz continuando con el mismo proceso a partir del punto número 4, terminando cuando ya 
no existan más periodos por bajar: 


7,38,45.64 


09 45 
-5 41 
4 04 64 
-3 79 89 
2475 


e Al bajar el primer periodo decimal se escribirá en la raíz el punto decimal. 


El cálculo de la raíz cuadrada se puede obtener por diversos caminos como el “ Método Babilónico o Geométrico, o como 


Formula recurrente” que expondremos a continuación. 


METODO BABILONICO O GEOMETRICO. 


Se le llama Geométrico porque podemos compararlo con la construcción de rectángulos lo más parecidos a un cuadrado 
de áreas equivalentes, la longitud del lado del cuadrado será la raíz cuadrada del número propuesto. Aunque veremos 
adelante que el nombre de GEOMÉTRICO pertenece a otra forma, por ello se le conoce mejor como Babilónico. 


Para calcular la raíz cuadrada por este método se procede de la siguiente manera: 


(A) Se busca un número que elevado al cuadrado se aproxime lo más posible a la cantidad propuesta (aunque se pase). 


j di 


9u 
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(B) Se calcula el Área del rectángulo resultante y la dividimos entre el número propuesto, el cociente que se obtenga será 


la altura del rectángulo construido. 


1 i 
75 u2 OS 
y 


9u 


(C) Se suman la Base y la Altura del rectángulo y se dividen entre dos, dicho promedio será una segunda base para un 


segundo rectángulo. 


8.3+9 - 


9u 


(D) Se divide el número propuesto entre el promedio anterior para obtener la altura del segundo rectángulo. 


i 8.6538462 
2 A . 
i 


8.6u 
(E) Se promedian la base y la altura del segundo rectángulo y lo que se obtenga será la base de un tercer rectángulo. Se 


continúa con este proceso las veces que se desee. 


8.6538 + 8.6 
8.6538462 e 8.6602564 


8.6 


Al llegar a la tercera base en el ejemplo anterior notamos que la longitud de los lados del cuadrado es, aproximadamente 


de 8.6602564; si obtenemos la raíz cuadrada de 75 con una calculadora obtendremos 8.660254038 que al compararlo con el 


método Babilónico veremos que hay una diferencia de 0.0000024, lo que muestra que el método Geométrico o Babilónico 


es muy aproximado a la raíz real. 


Para organizar mejor este proceso se puede crear una tabla como la siguiente: 


Núm. | BASE ALTURA PROMEDIO ( raíz aproximada ) Solución Propuesta 
75 9 75/9=8.3.... (83+9)/2=8.6........ 8 

8.6....... 75 / 8.6....= 8.653846 | ( 8.653846 + 8.6....) / 2 = 8.660256 8.6 

8.660256 8.66025207 8.660254035 8.66025 


Si siguiéramos el proceso anterior observaríamos también como se van repitiendo las cifras decimales de la altura y la base 


cada vez que se obtienen, esto también es un indicio de que el resultado esta cada vez más exacto. Esto se puede apreciar 


mas fácilmente en el método que se describe a continuación: 
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Método Recurrente 


La raíz cuadrada se puede calcular también mediante la siguiente formula recursiva: 


DX, +N 
n+l 7 b+X, 


Xo =a 

a = límite _ inf erior 

b = límite _ superior 

N =número_a _ efectuar 
X 


n =raiz_ aproximada 


** Asegúrese de entender primero que es una variable con subíndice, que significan y como se manejan. 


Var: Sacar la raíz de 155 


Lo primero será encontrar los limites inferior y superior, que son números que elevados al cuadrado se aproximan a 


155, uno por “abajo” y otro por “arriba”. Sin importar si son los más próximos a 155, aunque mientras más cercanos es posible 


que se tarde menos pasos en obtenerla raíz. 


a=12 ©  b=13 


paso 0: 
n=0 
X =12 
e (13/12)+155 _,, y 
13+12 
paso 1: 
n=1 
X; =12.44 
X,= (13)(12.44)+155 lbs 
13+12.44 
paso 2: 
n=2 
X, =12.449686 
y _ (13/02.449689)+155 -7-440895 
13+12.449686 


Observe como se van repitiendo los decimales en cada paso, esto es indicio de que la raíz que se esta obteniendo es 
cada vez más exacta. Note también que para el paso 2, la raíz calculada ya es bastante exacta porque el resultado más 
cercano es 12.449899. 
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MÉTODO GEOMÉTRICO 


Este método obtiene el resultado de la raíz de un número mediante la construcción de un segmento final cuya medida 
(según escala usada) es la raíz buscada. 

Var: 
Obtener la raíz de 15. 


Y” Dibujar dos segmentos cuya medida MULTIPLICADA entre si da 15, la cual para este caso puede ser 5 y 3: 


HH + H 4 


v Unir estos dos segmentos de forma lineal, y del total de su longitud encontrar su punto medio (mediante una 


mediatriz), y haciendo centro en este punto trazar una semicircunferencia tomando como radio hasta el extremo 
de cualquier segmento. 


H 


HH 


Y” Como trazo final es una recta, que parte de la unión de los dos segmentos originales (5 y 3), y es perpendicular 


a estos hasta llegar a la circunferencia. Se puede apreciar para este ejemplo, que la raíz es aproximadamente 
3.9. 


RAIZ DE CUALQUIER INDICE PARA CUALQUIER NÚMERO 


Sea N un número real al que se le quiere calcular su raíz enésima. 
Luego, se busca conocer x tal que: 


YN =x (1) 


Si adoptamos para x un valor aproximado a la solución buscada, habrá que agregarle un resto r tal que: 


'ÍN =x+r (2) 


Trabajando algebraicamente esta expresión, es decir desarrollando el binomio a la `n’, factorizando y despejando `r’ 
y haciendo las demás potencias de r con valor cero se tiene: 


Nx" 


n-1 


nx 


=r 


Esta primera aproximación al resto, puede agregarse a la x y obtener una mejorada. De esta manera, estaremos 
haciendo la operación iterativa dada por: 


Este trabajo está registrado a nombre del autor Pablo Della Paolera (DNDA - F.N*67109, E.N*267763) 
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UNIDAD ll. ECUACIONES E INECUACIONES. 
ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA 


PRINCIPIOS RELATIVOS A LAS IGUALDADES 
a Sise suma o se resta una cantidad en ambos miembros de la igualdad, la igualdad NO SE ALTERA. 


x+8=15 y=5=3 Al hecho de sumar o restar, un número o 


x+8-8=15-8 y- 5+5=3+5 determinada cantidad de 'x a ambos 
miembros de la ecuación, Al-Khwarismi lo 


x=7 t ji y=8 1 f designaba con el nombre de “al-jabr”. 


a  Siambos miembros de una igualdad se multiplican o se dividen por una misma cantidad finita y diferente de cero la igualdad NO SE 
ALTERA. 


1 
3x+9=18 x+ > =3 
3x 9 18 Se dividió cada término 1 Se multiplicó cada término 
A S 21x)+2| — |= 243 
3 3 3 i (3) 6) 
x+3=6 2x+1=6 
1 
La ecuación x+3=6 es La ecuación x + 2 =3 es 
equivalente a 3x+9=18. equivalente a 2x+1=6. 


RESOLUCION DE ECUACIONES 


a) Aplicación de los principios de las igualdades: 


x-(21+1)=8-(3x-3) Ecuación. 
x-2x-1=8-3x+3 Suprimiendo paréntesis y reducción de términos. 
=x-1=5-3x 
x—=1+1=5-3x+1 Propiedad Uniforme, (para quitar el -1 se agrega +1 en ambos miembros) 
=x=6-3x 
=x+3x=6-3x+3x Propiedad Uniforme (para quitar el -3x se agrega +3x en ambos miembros, esto se hizo 
con la finalidad de que QUEDARAN JUNTOS LOS TÉRMINOS QUE CONTIENEN 'X'). 
Reducir términos. 
2x=6 
2x 6 f , . M f 
CA = 2 Propiedad Uniforme. (para quitar el 2, se divide ambos miembros entre 2) 
l E a 


15-x = 3 Se multiplican ambos miembros de la ecuación por 4. El 4 es el mem de los denominadores de todas las fracciones de 
4 la ecuación, como se ve: 


` 
` 
~ 
` 
< 


E ME 3 = (314) se verifica la eliminación de los cuatros. 


15-x=12 se ha convertido en una ecuación lineal de primer grado que se resuelve fácilmente. 
15-12=x conviene cambiar la ‘x’ del otro lado para hacerla positiva. Aplicando propiedad uniforme. 
3=x 
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Vgr 
l+x = 6-x se multiplican ambos miembros de la ecuación por 24. El 24 es el mem de los denominadores de todas las 
6 8 fracciones de la ecuación, como se ve: 
y l+x 6-x - e POE EES , 
La =| == 24) se verifica la simplificación de los denominadores. 
A . g 
(aa + x) = (6 — x)3) efectúe las operaciones indicadas 
A+4x=18-3x Mediante la propiedad uniforme, logre reunir los términos con 'x' de un solo lado y el resto de los términos 
4x+3x=18-4 del otro lado de la ecuación, procurando la conveniencia del signo positivo en los términos con 'x'. 
7x=14 
Tx = 14 Dividir ambos miembros entre 7. Propiedad uniforme. 
7 7 
x=2 
Var: 
5 3 6 


Po DO A E + 3 A = | sd b Ds 3) verifique la simplificación en cada término al multiplicar por el mem 


¿LA FAS] LPS y 
5(y -3)+3(y -1)= 6(y -1) efectuar las operaciones indicadas 
5y-15+3y-3=6y-6 Mediante la propiedad uniforme, logre reunir los términos con 'x' de un solo lado, y el resto de 


los términos del otro lado de la ecuación, procurando la conveniencia del signo positivo en los 
términos con ‘X’. 
Sy+3y-6y=-6+15+3 
2y =12 


Una ecuación estará resuelta cuando la incógnita quede Sola, Entera y Positiva (SEP ), en un miembro de 
la ecuación. 


assi A rn IA siii casio 


Todas las reglas anteriores son las que deben ser estudiadas para saber resolver una ecuación correctamente, sin embargo, para 
simplificar en algunos momentos el proceso de solución, se han desarrollado REGLAS SINTACTICAS que llegan a tener su utilidad 
para resolver algunos pasos sencillos del procedimiento. Estas reglas deben ser usadas solo por aquellas personas que tienen un 
buen dominio y comprensión de las reglas anteriores de lo contrario pueden llegar a ocasionar serios errores. Aquí se muestran a 
continuación bajo el título de: 


b) TRANSPOSICION DE TERMINOS (DESPEJE) 


Consiste en cambiar los términos de una ecuación de un miembro a otro con la operación inversa. 


Ver: 
a 3x=15 Para despejar el 3 es necesario saber ¿que operación tiene con respecto 
a la incógnita x? : MULTIPLICACION. 


15 pon PEE TARN 
ao x= E La operación inversa de la multiplicación es la división, por lo tanto el 3 
“pasará” al otro miembro dividiendo al 15. DS 
O; x=5 Será la solución para la ecuación. 
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Vgr: 

a x+3=8 Para despejar el 3 es necesario saber que operación tiene con 

respecto a la incógnita x: SUMA. 
ao x=8-3  Laoperación inversa de la adición es la sustracción, por lo tanto el 
3 “pasara” al otro miembro restándose del 8. 

ū x=5  Serála solución de la ecuación. 
Ver: 

10(x9)-9(5—6x)= 2(4x—1)+5(1+2x) Ecuación. 

10x-90-—45+54x =8x-2+5+10x Multiplicando. 

64x-135=18x+3 Reducción de Términos. T 

64x-—18x =3+135 Transposición de términos 9 

46x=138 Reducción de Términos. Q 

x= z Transposición de términos 

EN Dividiendo. Solución. 
c) Ecuaciones de primer grado con Denominadores. Metodología que involucra el manejo de 
fracciones algebraicas. Esta es otra forma para resolver cuando se involucran denominadores, 
y se necesita el conocimiento aprendido en el capítulo de adición y sustracción de fracciones. 

Regla: 

Para suprimir los denominadores basta con sumar o restar, según sea el caso, las fracciones que lo estén haciendo en la 

ecuación. En esta será el miembro derecho, y se efectúa como una suma tradicional de fracciones: 
var: 

El mem=12  porlotanto: *_?7? 

2 6 4 12 


Dividimos el mcm por los denominadores del segundo miembro y lo multiplicamos por cada numerador 


de la diferencia efectuada: BE =2x , 1) =3 


I 
Es importante verificar hasta este paso si se puede simplificar los denominadores, tal y como una reducción de fracciones: 
l 


x_2x-3 1 
1 6 i 


Se “cruzan” los denominadores, por las reglas de transposición de términos: 


(6Xx)=(X2x-3) Multiplicando tenemos: 
6x=2x-3 Transposición de términos 
6x-2x =-3 Reducción de Términos 
4x=-3 Transposición de términos. 
x=- a Solución. 

A 
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vgr: a = TEF +1 mcm =3x (primer miembro) 
H = E - ER +1 mem = 10x (segundo miembro) 
3x 10 2x 


ASI a IE Sumando fracciones y simplificando denominadores (x) 


3x 10x 

A Ay Cruzando denominadores. Por transposición de términos. 
102-15) 307x-15+10x) Multiplicando. 
20-150=21x-45+30x Reducción de Términos. 
—-130=51x-45 Transposición de términos. 
—-130+45=51lx Reducción de Términos. 
-85=51x Transposición de términos 
a =x Simplificando. 

e 
PEA Solución. 
x-2 x+1 4 


vgr: J > = A 
x” +2x-3 x%-9 x*-4x+3 


Para encontrar el mínimo común múltiplo de los denominadores, primero los factorizamos (si se puede): 


. x? +2x-3= (1431) 
2 ® 
. x*-9= (x+3)lx-3) 
° x? —4x+3= (x-3x-1) 
x-2 x+1 4 


(x+3x-1) (x+3{x-3) (x-3\x-1) 
mem = (x—1\x+3Xx-3) (primer miembro) 


Dividimos el mem entre cada denominador (factorizado) de cada término y el cociente lo multiplicamos por el 


numerador y tendremos: (como en la suma de fracciones aritmetica) 


(x 2\x 3) (x+1\x 1) 


4 
aeae) ll 


simplificamos denominadores 


«-L:2x3) Qu 1 1) a cruzando denominadores, por transposición de términos. 


El dominio de las tres formas de solución 


(1-23) -(x+ 1-1) = 4(x +3) multiplicando 
x? —5x+6-x° +1=4x+12 términos semejantes 


le dará la habilidad completa para saber 


despejar cualquier tipo de ecuación en el 
—5x+7=4x+12 despejando menor tiempo posible, además los tres 


métodos le pueden brindar la práctica y/o 


—5x— 4x =12-7 términos sepřejan 


el aprendizaje de conceptos importantes 


-9x =5 Despejando' 


del álgebra. 


x=- : Solución 
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Números complejos: Definición, operaciones, representación gráfica (forma rectangular y forma polar). 


En este tema se revisará que a partir del planteamiento de ecuaciones que no tienen solución en el campo de los 
números reales surge el conjunto de los números complejos. Se estudiarán con mayor profundidad sus propiedades, 
representándose en las formas rectangular y polar. Se operará la adición, sustracción, multiplicación, división, potenciación y 
radicación. 


Como ya se sabe, existen algunas ecuaciones de segundo grado que no tienen ninguna solución real. Tal es el caso de 


la ecuación x2 + 1 =0. Si bien esto no era un problema excesivamente grave en la época en que se observó, un ingenioso 
método ideado por Jerónimo Cardano (1501-1576) para la resolución de las ecuaciones de tercer grado precisaba resolver 
cualquier tipo de ecuaciones de segundo grado, para su aplicación. Esto dio lugar a que se admitieran también las raíces 
cuadradas de los números negativos llamándolas «números imaginarios»; casi un siglo tuvo que pasar para que se hiciese un 
estudio completo de los mismos, llegándose a lo que hoy se llama el cuerpo de los números complejos. 


El teorema más importante que existe sobre los números complejos es el «Teorema Fundamental del Álgebra», 
demostrado por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) que dice que cualquier polinomio con coeficientes complejos tiene una raíz 
compleja. 


Se llama unidad imaginaria a un ente abstracto i, al que se le atribuye la propiedad de que su cuadrado es -1: i 22-1. 


Añadiendo este elemento al cuerpo de los números reales, se tiene una solución para la ecuación x2+1=0 
Para que se puedan hacer multiplicaciones, es preciso que dado un número real b y la unidad imaginaria i exista el producto bi., 
además para que estos números puedan sumarse con los números reales es preciso también que, dado un número real a exista 
el elemento a + bi , esto da lugar a un conjunto de expresiones a las que se denominará números complejos. 


Parece pues entonces razonable dar la siguiente definición: 
Se llama número complejo a cualquier expresión de la forma a + bi, siendo a y b números reales. | 


Así, por ejemplo, 2-3/, 5, Red i 5i son nú meros complejos. 


e igualdad de números complejos 


Dos números complejos a + bi y c + di son igualessia=cyb=d. 


e Parte real y parte imaginaria de un número complejo 


Dado el complejo z = a + bi , el número a recibe el nombre de parte real de z, y b se llama parte imaginaria de z. Se 
representan por Re(z) e Im(z) respectivamente. 


Si un número complejo tiene una de sus partes (real o imaginaria) igual a cero, ésta no suele escribirse. Así, se escribirá a en 
lugar de a + 0i y también bi en lugar de escribir O + bi. 


Se puede considerar que los números reales son los números complejos cuya parte imaginaria es 0. Los números 
complejos cuya parte real es 0 suelen recibir el nombre de imaginarios puros. 


e Representación gráfica de un número complejo 
Puesto que cualquier número complejo se puede representar de forma única 
mediante dos números reales (su parte real y su parte imaginaria), se puede 
identificar cada complejo a + bi con el punto del plano (x1, y1) y viceversa. 


I 
Representación de un número Complejo 


Y Parte Imaginaria 


(x1y1) 
extremo (X1, y1). 
0 ET X De esta forma, cualquier número complejo puede representarse como un 
vector en el plano cuyo origen es el de coordenadas (0,0) y cuyo extremo es el 
Parte Real 


Es más, cualquier punto del plano (x1, y1) define un vector de origen (0,0) y 
par ordenado asociado al complejo (a, b). 


Así, en el plano, el vector asociado al número complejo 2 - 3i tiene por coordenadas  (2,-3). 
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Unidad imaginaria es igual a ¿=-/—1 í 
VEA 1810018011 M8 BA BB A BABA AB BB BB A BO A IAEE IEP A E BAS AB 11 0 0/0/1001 1010001001 100101 Yp 


e  -/—4 es un número NO real = numero imaginario. 


LL Pos TODO número imaginario tiene a /— 1 como factor. 


e Para cualquier número real positivo “n”, se cumple: 


¿n= ou—1 n= in 
Ejemplos: 
81 = 9i 
a 10 = 1.110 
Todo número de la forma 
a+bi en donde & y b son números reales, es un número complejo. 


Si b=0, el número complejo es un número real; si a=0, el número complejo es un número imaginario puro. 


Ejemplos de números complejos 


3+7i a=3,b="7 

5-i/3 a=5,b=-./3 

6 a =6,b = Q (número real) 

Si a =0,b = 8 (número imaginario puro) 
7 a=0,b=- J7 (número imaginario puro) 


% Escriba cada uno de los siguientes números complejos en la forma a +bi. 


2-36 
5-4-12 
194-50 
6+7 


Suma y resta de números complejos 


Cambie todos los números imaginarios a la forma bi. 
Sume o reste las partes reales de los números complejos. 
Sume o reste las partes imaginarias de los números complejos. 


Escriba la respuesta en la forma a + bi 


SN a 


Propiedades de la suma de números complejos 
La suma de números complejos tiene las siguientes propiedades: 


e Conmutativa 
Dados dos números complejos a + bi y c + dí se tiene la igualdad: 
(a+ bi) + (c+ di) = (c+ di) + (a + bi) 


Ejemplo: 
(2 - 3i) +(3+1)=(2-3)+1(3 +1) =-1 -2i 


(-3 +i) + (2-3i)=(-3+2)+i(1-3)=-1-2i 
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e Asociativa 
Dados tres complejos a + bi, c + di y e + fi , se cumple: 


[la + bi) + (c+ di) + (e + fi) =(a+ bi) +[(c + dí) + (e + fi)] 


Ejemplo: 
[(5 + 21) + (3 - 4i)] + (-9 + 81) = (8 - 21) + (-9 + 81) = -1 + 6i 


(5 + 21) + [(3 - 41) + (-9 + 81)] = (5 + 21) + (-6 + 41) = -1 + 6/ 


e Elemento neutro 
El elemento neutro es 0 + 0/, puesto que 


(a+ bi)+(0+01)=(a+0) + ¡(b+0)= a+ bi 


El número 0 + Oi se escribe simplificadamente 0. 


e Elemento simétrico 
El elemento simétrico de un número complejo cualquiera a + bi es (- a- bi): 


(a+ bi )+(-a-b)=0+0 =0 
Ejemplo: 
El simétrico de 2 - 3i es -2 + 3í pues (2 - 3i) + (-2+3/) =0 


% EJERCICIOS: Calcular: 


1. (7+15i)+(-6-2i)+20 
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Producto de números complejos 


Dados dos números complejos a + bi y c + di se definen su suma y su producto como sigue: 
(a+bi)+(c+di)=(a+c) + (b+ 0)í 
(a + bi) (c + di) = (ac - bad) + (ad + boi 
El producto puede hacerse operando con į como si fuese un número real y teniendo en cuenta que ¡2=4. 
(a + bi )(c + di ) = ac + adi + bci + bdi 2? = ac + i(ad + bc) + ba(-1) = 


= ac -bd + i (ad + bc) 


Propiedades del producto de complejos 
e Conmutativa 


Dados dos complejos a + bi y c + dí, se cumple que: 
(a+bi) (c+ di) =(c + di) (a + bi) 


Ejemplo: 
(7-5 (0+ 21 =39 +14) - 9/- 2% =35+9/-2 EN =37+9/ 
(9+ 20 (7-1 =39-9/+ 14/- 2% =35+9/-2 1 =37+9/ 


e Asociativa 
Dados los complejos a + bi, c + di y e + fi se cumple que: 
[(a + bi) (c+ di)(e + fi) = (a + bi) [(c + di) (e + fi)] 


Ejemplo: 
[e -3) (5 + À] (4-71) = (10+2/-15i-37%) (4-7) = (13-137 (4-7) = 


=52 -91i-52i+ 91% = -39 -143i 


2-3) [6 +)(4 -7)] = (2-3) (20 -35 +4 j-78) = (2-3 (27 - 311 = 
=54 -62/-B1/+938% = -39 -143i 
e Elemento neutro 


El elemento neutro del producto es 1 + 0 -i = 1, puesto que 
para cualquier complejo a+bi,(a+bi)(1+0-1)=(a+bi)-1=a+bi. 


El elemento neutro es el uno. 


e Distributiva del producto con respecto a la suma 
Dados tres números complejos a + bi, c+ di y e + fi , se cumple: 


(a + bi) [(c + di) + (e + fi)]=(a + bi) (c+ di) + (a + bi) (e + fi) 


Ejemplo: 
(1-21) [31 +(2-7i)] = (1-21) (2-41) =2-4i -4i + 8i? = -6 -8i 


(1-21) 31 +(1-21) (2-71) = (31 - 612) + (2 -7i - 4i+ 1412) = 


= (31 +6) + (12-111) =-6- 8í 
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El conjunto de los números complejos, por contar con todas las propiedades anteriores para la suma y para 
el producto, se dice que es un anillo conmutativo. 


e Elemento simétrico respecto del producto 

Dado un complejo cualquiera a + bi, distinto de O + Oi , existe otro complejo que, multiplicado por él, da el 
elemento neutro del producto, es decir, 1 + OÍ. 

Demostración: 

Se intentará calcular el inverso multiplicativo (recíproco) de a + bi, x + yi. 

Ha de verificarse que (a + bi) (x + yi) = 1 +01 


(a + bi) (x+ yi) = (ax - by) + (ay + bx)í. Por tanto ha de ser: 


ax - by = 1, multiplicando por a se tiene: aÉx - aby = a 
bx + ay = 0, multiplicando por b se tiene: b?x + aby = 0 


Sumando (a? + H)x=a=x= 2 
( ) 2p 

Despejando y en la segunda ecuación: 

ay = - þh = sop E a o a A 

y y a a £ + pe £ + pe 
El recíproco de un número complejo z = a + bi , se suele 
denotar por - ó z”. 

A = ME - 8 i 
Por tanto, si z = a + bi, Z 2 EA 


Esta definición sera útil para la división. 


EJERCICIOS: efectúe las siguientes multiplicaciones: 
1- (7+15il-6-2i) 


2.- (s = dJa- 3+ J=48) 
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4.- l6 -= Na a L= 16) 


ze (20 Em Ja /5 275) 


División de números complejos 


La división es la operación inversa de la multiplicación. Esto es, dividir un número complejo entre otro es el resultado de 
multiplicar el primero por el inverso del segundo. 


© Dividir Z, siendo z=3+5/ yw =1-1 Recuerde como se obtiene el 
reciproco de un número complejo, 
Resolución: (forma 1) cheque el apartado anterior llamado 
“elemento simétrico respecto del 
1 J -1 11 producto. 


Otro ejemplo: Dividir: S+% 

+2i 
1] 1 = 1 - ” ¡=1_2,; 
1+27 +22 P+22 565 
8+2 Me 8 16. 2. 4> 8 144. 4 12 14 
. = 278 |--= - =P = DA P: 
ma Y JE 2) 55.05 5 =z 5 5 5 5] 


Se llama conjugado de un número complejo al número complejo que se obtiene por simetría del dado respecto 
del eje de abscisas. 
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Representando el número complejo a + bi y haciendo la correspondiente simetría, se tiene que su conjugado es a - bi 


3. Por ejemplo (otra forma de ejecutar una división): 


2+3i_ (2+3) (4-5) _ 8-10/+12/+15_23+21_23 2, 


4+57 (4+5) (4-51) 16 + 25 41 41 41 
Resolución: (forma 2) 


© Dividir = siendo z=3+5/ yw= 1-5 se multiplica por un factor unitario 
wW formado por el conjugado del 


(35) (E) denominador 
1-¿ l-i Al+i 


É xyi 3 3+3i+5i+5i? 3=+8i-5 -2+8i f 
= = = =-1+41 

l-i Ål+i 142i? 1+1 2 
© Efectuar la operación ar 
Resolución: 
5-39 (1+ _5+5i-3i-3 _5+2i+3_8+2i 

(1- +31 1+2/ 1+2/ 1+21 

A a 12-14: 
1+2i Al-2i 1-4? 5 


Resuelve las siguientes divisiones: 
L- (542271 -3+4248) E 
+i) (-1+i) 


3.- B-23) 
(s-i V23 + v-4) 
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POTENCIA DE NUMEROS COMPLEJOS 


Se calcula las potencias de la unidad imaginaria i 


i? = 1 por definición 


De tal forma que cuando se calcula la potencia n-ésima de i, se puede obtener mediante la comparación de 
las primeras cuatro, de forma tal que solo existen 4 resultados posibles de la potencia de i, observe que la potencia 
quinta de i, vualve a ser i, la sexta potencia de ¡es -1, y asi sucesivamente. 


El proceso puede darse a partir del residuo, del cociente de la potencia entre cuatro, es decir que en el caso 
de la potencia 5, el residuo al dividir entre 4 seria 1 por tanto i es equivalente a it, del mismo modo si calculamos 
para la potencia i el residuo de dividir entre cuatro es 2, de forma que ¡$ es equivalente a ¡?. 


Y 


% Calcule las siguientes potencias: 


¡35 ¡102 ¡44 ¡83 


Forma trigonométrica y forma módulo-argumental de un complejo 


Al representar un número complejo como un vector en la forma ya descrita, éste viene definido de manera única 
por dos valores: su módulo y el ángulo a formado por el eje positivo de abscisas con el vector. Este ángulo recibe 
el nombre de argumento del número complejo. 


Dado un complejo z = a + bi en su forma binómica y llamando |Z| a su módulo y a a su argumento, se tienen las 
siguientes relaciones: 


a A D 
COS & =- y sen a= 
|z| |z| 


Despejando a y b en estas igualdades, a = |Z| cos a y b = |Z| sen a 
De ahí se tiene que: 


a + bi = |Zlcos a + |Zlsen ai = |Z|( cos a + i sen a) 
Cualquier número complejo z puede representarse así como una expresión de la forma 
IZI( cos a + i sen a). 


Esta manera de escribir un número complejo recibe el nombre de forma trigonométrica. 


En muchos casos se escribe simplemente el módulo, y el argumento como subíndice. Así se podría escribir 121, 
a, en lugar de escribir la forma trigonométrica completa 1Zl( cos a + ¡sen a). 


Esta manera de expresar un número complejo se llama forma módulo argumental o polar. 

Cálculo de módulo y argumento de un complejo 

Para calcular el argumento de un número complejo z = a + bi , basta con tener en cuenta que: 
z|-cos a 


a=| 
b = |Z|-sen a 
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Dividiendo estas dos igualdades, 


b_ | sen a biya 
a |- cos a 


: A ; b 
Así, el argumento de un complejo es un ángulo cuya tangente vale —. 
a 


Entre 0° y 360° hay, en general, dos ángulos cuya tangente toma ese valor. Para decidirse entre ellos es preciso 
fijarse en qué cuadrante se encuentra el complejo en cuestión. 


Para calcular el módulo se suman los cuadrados de las dos igualdades obtenidas: 
al + b? = |z|? cos a + |z|? senta = 
= |z|? (cos ?a + sen? a) = |z|? (1) 
Por lo tanto: 
= |z| = PRT: 


e Ejercicios: escribir un número complejo en sus diferentes formas: 


Escribir en forma módulo-argumental los complejos a) 3 + 2i, b) 1 - i, c) -2 - 5i. 
solución: 


a) B+ 2d = 43? +2? = A3 


tg a = i = 0,66. Haciendo uso de la calculadora, œ = 33° 41 24'' 
Teniendo en cuenta que dos ángulos que difieren en 180° tienen la misma tangente, podría aceptarse 
a = 213° 41' 24". 


Pero el complejo dado se encuentra en el primer cuadrante. 
3 + 2i = (4/13 ,33°41') 


La forma modulo argumental seria: W13 334» que no difiere en mucho de la forma polar (4/13 ,33°41') y 


que tambien se expresa : V13 C1533241' 


l- 1-i 


Da - 27 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofisftgmail.com 


121 


Representar en forma binómica los complejos 
Resolución: 


1) 3, 50° = 3(cos 50° + ¡-sen 50°) = 3( 0,643 + 0,766 i) = 1,929 + 2,2981 


2) 2,180" = 


3) 1,220” = 


4) 4,115 = 


APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Los números complejos se usan en ingeniería electrónica y 
en otros campos para una descripción adecuada de las 
señales periódicas variables 


Ingenieros eléctricos y físicos usan la letra j para la unidad 
imaginaria en vez de i que está típicamente destinada a la 
intensidad de corriente. 


En una expresión del tipo z = r e? podemos pensar en r como 
la amplitud y en ọ como la fase de una onda sinusoidal de una 
frecuencia dada. 
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ECUACIONES IRRACIONALES 


Se les llama así a las ecuaciones en las que la incógnita esta afectada con exponentes fraccionarios o se encuentra 


dentro de un radical. 


La solución de estas llevan el mismo procedimiento general de despeje que ya se domina, excepto por el 
principio, donde para irse deshaciendo de los radicales que se presentan, se va elevando ambos miembros de la 


ecuación a una potencia igual al índice del radical. 


Es recomendable “equilibrar” el número de términos en ambos miembros de la ecuación antes de elevar a 
una potencia, esto es con el fin de facilitar un poco más las operaciones que resultarán de esta potenciación. 
Dentro de este equilibrio busque tener en un solo miembro a la raíz para que en el siguiente paso se pueda 


eliminar al elevarla al cuadrado. 


Var: y Equilibrar el número de términos 
en ambos miembros 


Elevar al cuadrado ambos 
miembros de la ecuación 


Reconozca UN binomio al cuadrado 
en el miembro derecho 


x?-8=x*-8x+16 


8x=16+8 
ja 
8 


y =e Equilibrar el número de términos 
Var: ax = [x-12 =2 en ambos miembros 


Vx -2=Ęy4x-12 Elevar al cuadrado ambos 


Vx 2} hia miembros de la ecuación 
Xx =|yx— 

x-4/x+4=x-12 
12+4=44/x 


A 
4 


Reconozca UN binomio al cuadrado 
en el miembro izquierdo 


l6=x 


Las ecuaciones irracionales en el transcurso del proceso de solución, en algunos casos puede aparecer 
(como en el primer ejemplo) un término con la incógnita al cuadrado, la cual normalmente se elimina con otra 
igual, pero en caso de que no se elimine, estamos frente a una ecuación cuadrática que pertenece a la 


siguiente sección y cuya solución y tratamiento merece ser tratado aparte. 
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ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Las ecuaciones cuadráticas las podemos identificar porque tienen la forma general: ax +bx+c=0 , a 
esta forma le puede faltar un término a causa de que b = 0, ó c = 0, pero nunca a = 0, porque en ese momento 
deja de ser cuadrática. Estas ecuaciones se caracterizan también porque al ser de segundo grado su incógnita 


puede tener una, dos, ó ninguna soluciones posibles. 


De acuerdo a lo anterior, tenemos tres tipos de ecuaciones cuadráticas que podemos nombrar así: 


Completas ax? +bx+c=0 


Cuadrática aos 
a . l 
Mixta ax +bx=0 O O E 

Incompletas 


1 Z , uy hs » l 
Pura ax +c=0 1 término con ‘x’, y un “número 


Existen 4 métodos diferentes de solución para las cuadráticas, pero estos no son aplicables a todas, 
además existen algunas ventajas de cada método sobre cada tipo. Los métodos y su aplicación están en el cuadro 


siguiente, en donde se clasifica Sl se puede aplicar el método o NO: 


Inc. 


a Inc. Pur 
Mixtas Garuras 


Método Completas 


1-. Despeje NO SI(*) SI 


. Factorización SI(**) SI SI 


. Completar TCP SI SI NO 


. Fórmula General SI SI SI 


( * ) Aunque es muy rápido tal vez no sea muy recomendable. 
(** ) Muchas veces la factorización se puede complicar 
Como se puede observar el método que se aplica sin problemas en todas, es el de Fórmula General, el 


cual, es el más acostumbrado para cualquier cuadrática por la misma causa, aunque no se pueden dejar de lado 
los demás métodos porque se pueden manejar fácilmente y pueden ser muy rápidos, en cambio el método de 


Fórmula General no deja de ser un poco tardado. 


El método de TCP es en realidad NO recomendable para solucionar una ecuación cuadrática, pero el 


aprendizaje de éste, es muy necesario por su contenido, y aplicación posterior. Además Usted verá la relación tan 


importante que existe entre este método y la fórmula general. 
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1. DESPEJE TRADICIONAL 


a. INCOMPLETAS PURAS 


Var: 
81? -72=0 
2 
8x =12 xı = +3 
x= 12 x=-3 
8 
x= J9 = +3 
b. INCOMPLETAS MIXTAS 
Var: 
10x? -25x=0 Por esta razón, no es muy 
2 recomendable este método para 
10x" =25x 4— este tipo. Sin embargo, el segundo 
10x2 5 valor se puede intuir, como verá 
=25 2 más adelante. 
X 
10x=25 
25 5 


L2D_3 La clave es pasar el término de primer grado al otro 
10 2 miembro de la ecuación y luego transponer la ‘x’, o de 
otra forma: dividir toda la ecuación entre 'x' 


2. FACTORIZACIÓN 
a. INCOMPLETAS PURAS 


Vgr 
81? -72=0 
sk? -9)=0 (x+3)=0 (x-3)=0 
lea EP cd 


Procedimiento: 


o Reducir hasta darle la forma general e igualar a cero 
o  Factorizar si es posible por Factor Común 


o  Factorizar siempre la diferencia de cuadrados resultante 


De los binomios conjugados, tomar cada factor que contenga la incógnita, igualarlo a cero y 
despejar ambas respuestas. 


b. INCOMPLETAS MIXTAS 


Var: 
10x? -25x=0 Sx=0 (2x-5)=0 
5x2x-5)=0 0 2x = 
x1=-==0 
5 5 
> 
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Procedimiento: 

o Reducir hasta darle la forma general e igualar a cero 

o  Factorizar siempre por Factor Común 

o Del monomio y polinomio resultante tomar cada uno, igualarlo a cero y despejar ambas 
respuestas. Una de las cuales siempre será cero. 
c. COMPLETAS 

3x” +9x-4x-12=0 
Vgr 3x? +5x-12=0 3x(x+3)-4(x+3)=0 


— 
(x+3lBx-4)=0 
2 >36 
-4 
+5 
3x-4)=0 
(1+3)=0 Eat) 
3x=4 
x =-=3 
4 
223 
3. COMPLETAR EL TCP 
a. INCOMPLETAS MIXTAS 
Var: 
2 = P a i 
10x 25x=0 e E : 43,3 
10x? 25x_ 0 2 16 16 A = za 
10. 10 10! E 3-2 o 10_5 4 
l = = — ! 15—57 
x- 2 =0_ ------ 4 4 1 AA O 
2 í 125 ca al 
1 xo=|= |— i 2 1 
y ; i 4 16 4 i 
s5y1 25 r A= 
— || — = — --4 y =----------- (= 
212 16 4 4 
Y 
Procedimiento: e 


o Dividir a cada término de la ecuación entre el coeficiente del término cuadrático. 

o Tomar el coeficiente del término de primer grado, multiplicarlo por Y. (es decir, dividirlo entre 2 
elevarlo al cuadrado. 

o El resultado anterior sumarlo en ambos miembros de la ecuación (para que no se altere). 

o Enel miembro derecho a quedado fabricado un TCP que se factoriza como un binomio al cuadrado. 
En el otro miembro en muchos casos quedará una operación básica que se resuelve. 


o  Despejar la incógnita por procesos tradicionales, recordando al momento de sacar una raíz cuadrada 


que se obtienen dos resultados (+, -) 
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Var S 
2 5x 25_ 25 A i 
u 12=0 xX E u 1 6 5 ! 
o Ze PE 4 
6 36 LoS PARADA ! 
ea Lx PE 
3 (+-5)=, 1169 E 
: o PE 
e dE A 
32 36 NS 


4. FORMULA GENERAL 


La fórmula general nace precisamente del método anterior, tratando de solucionar la ecuación general de las 


cuadráticas. El proceso se ilustra a continuación: 


2 2 
ax’ +bx+c=0 PEA _-? E 
7 a da? 4a a na z F 
ax X C ri n 
E A 2 2 P sted no tendrá que hacer 
a a va | UH e vb“ —-4ac | todo este procedimiento 
2a da? 2a 2a solo usar este resultado 
E rn | como fórmula, para ser 
yë b \_ b“ -4ac —b+x1b*-4ac | sustituida por valores 
(88) ob 2a) Y 4a? = 24 numéricos en a, b, c. 
=l = 
an2] 4a b \ Vb? -4ac 
x+— |= 
2a 2a 


La anterior es la conocida fórmula general, que teniendo en cuenta que el resultado que saldrá de la raíz 


cuadrada tendrá “doble signo”, entonces se escribe así: 


El procedimiento para usar esta fórmula es muy simple: 


o Reducir la ecuación hasta 


positivo. 


darle la forma general: 


ax” +bx+c=0, haciendo que el término cuadrático sea 


oComparar la ecuación obtenida con la forma general para obtener de ahí los valores de a,b,c, por simple 


inspección. 


o Sustituir esos valores en la fórmula general (cuidado con los signos originales) y resolver 


a. COMPLETAS 
Vgr: 3x2 +5x-12=0 


a=3,b=5,c=-12 
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b. INCOMPLETAS MIXTAS 


var 10x?-25x=0 +25+ 625- (4X100) +254+25 50_5 
gr: pa y = X% = = = 
a=10,b =-25,c =0 2(10) 20 20 2 
+25+4/625+0 +25+25 a a 
2(10) 20 20 20 
c. INCOMPLETAS PURAS 
Var: 
2 / 
-n= -0+ 0- (481272 z 
8x 0 yá Jo—(4X8X-72) _ yy 0483 E 
a=8,b=0,c=-72 2(8) 16 
-0+/0+2304 -0+48 RE E E 
2(8) 16 16 


Como puede darse cuenta el método es muy sencillo de aplicar, aunque lleva un poco de tiempo, sin embargo, 
este es el más usado porque además de su simplicidad, da solución a cualquier tipo de cuadrática, de las 


estudiadas. 


Otra aplicación de la fórmula general, es encontrar aquellos números desconocidos, necesarios para 


factorizar la forma ax? +bx+c, cuando el cálculo de estos números no sea fácil, ya sea por su magnitud o porque 


puedan ser fraccionarios. 


Al principio de este tema se mencionó que la ecuación cuadrática pudiera no tener solución, y esto se ve 
claramente en la fórmula general en el llamado discriminante ( b? -4ac), ya que cuando este es negativo, estamos 
frente a una raíz cuadrada de un número negativo, cuyo tratamiento pertenece a los números imaginarios. La 


razón gráfica de lo anterior se ve también claramente, porque cuando no existe solución, es porque NO cruza 
el eje de las ‘x ‘en ningún momento. En general tenemos: 


La representación 
gráfica de la función 
y = ax + bx+c0s 
una parábola. 

Se tienen los si- 
guientes casos: 


e Sia > O, el vérticajes 
un mínimo. 


e Si a < O, el vértice es 
un máximo. 


e Si b? — 4ac > O, 
existen X, y X% y 
la parábola corta 
en dos puntos al E 
eje de abscisas. 

eSib?-4dac=0,Xx, =x% = b, 

y la parábola es tangente al eje de 

abscisas. 


e Si b? -4ac<O0, x, y x, NO exis- a<0 
ten y la parábola no toca al eje 
de abscisas. 
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EJERCCIOS 


e ECUACIONES IRRACIONALES 


- 17 
1 7 qe S+x=5 2 6) + 10-453- 7 


y iei 6 7) qx- 4x-12-2 16 
3)  qx+1-7- 24fx = Bis 8) x+ 114 afx+ 6=5 2 
a) 2x4 6=of2x- 5 9) 410+ x- 410- x=2 6 
5) x+ 21-4x+3 4 10) [2x4 8+2m[x4 5-2 4 


e ECUACIONES CUADRÁTICAS 


z a 10 F 21 
1) 4x700- 3x | y 5)  (x-7)(x+3)+4x-0 de | 
2 2 0 7 
2) 3X +8x=-2x -3x | a 6) — (x- 2)(x+2)=4x+ 17 | A 
2 -1 3 
3) X+6x45=0 | | 7) Xx4+3x-18-0 | | 
-5 -6 
-5 1 
4) AAN 15-0 2 8) (x+ 2) (x+ 2)-11- 2x B 
-3 
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PARÁBOLA 
Las funciones que contienen una variable cuadrada, comienzan a generar gráficos en forma de curvas, que 


pueden ser circunferencias, parábolas, hipérbolas, etc. dependiendo de cuales variables sean cuadradas, las 


constantes que contenga la ecuación y sus signos. 


Método de tabulación 


La tabulación se trabaja de la misma manera descrita en secciones anteriores, solo que para estas funciones 
será necesario suavizar las uniones de cada punto que se encuentre en el plano cartesiano, porque ya no son 
rectas. 


Vgr: y=-x E 
6 -4 2 K d + 2 4 6 
+ 4 - + 
y |x? , 
A 0 0 
B -1 | -1 8 ; 
c| -2 | -4 7 a 
D -3 | -9 R 
E 1 -1 
F 2 -4 14 
G 3 -9 16 
Vgr: x=y?+3 
4, 
y X 34 + 
A| 3 |12 
2- + 
B2|7 
aia 1] 5 
Dols AAA A AO 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
E-1|4 14 e 
F -2 | 7 2 $ 
G -3 |12 
34 © 
-4J 
Vgr: y =(1+2)? +4 
14 - 
+ 13 - $ 
12 - 
x| y 11 - 
A1|13 be 
BO 8 . 84 
C-1| 5 A] 
DI-2| 4 5 a 5] 
E-31 5 . 41 
F-4| 8 >] 
G -5| 13 1- 
r r r r r r Q r , 
6 5 4 -3 2 -1 0 1 2 
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Vgr: y =(x-2)? +3 


45 
34 . 
x ¡Y 2- + E 
Al 5 |-6 1 
B 4-1 ——4 y 
cd312 2 14 14 1 2 3 4 5 6 
D213 27 
E112 a 
Flo l-1 ii 
G| -1 l-6 d i 
FA 


Método analítico 


En este momento solo hablaremos un poco de las parábolas, ya que un estudio más profundo y preciso se 
hará en su curso de Geometría Analítica, en este libro solo se pretende dar algunos principios que faciliten 


bosquejar el gráfico al encontrar: 


e Donde esta su vértice 
e Hacia donde se orienta 


(abre hacia ..... ) 
ORIENTACION VERTICE 


Como puede observar en los casos anteriores de tabulación, puede suceder que el vértice de la parábola 


quede: 


e  Enelorigen 
e Sobre alguno de los ejes 


e Fuera de los ejes 


Además pueden existir 4 orientaciones diferentes de la parábola: 
e Abierta hacia el eje positivo de las y 4 
e Abierta hacia el eje negativo de las y + 
e Abierta hacia el eje positivo de las x —> 


e Abierta hacia el eje negativo de las x «— 


Sabiendo lo anterior con precisión podemos “bosquejar” rápidamente un gráfico, aunque no será tan 
preciso como en el caso del método de tabulación, pero que con fines prácticos y básicos es suficiente para 
encontrar lo que buscamos. Sin embargo es posible combinar ambos métodos para mayor facilidad, precisión y 


rapidez. 
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Procedimiento: 
1) Despejar el término cuadrático 


2) Darle la forma: (y-k? =+(x-n)ó ——>  eltérmino de primer grado esta en la ‘x’ por 
lo tanto esta abierta hacia el eje X (+ó-) 
(xn)? =+(y-k) — el término de primer grado esta en la ‘y’ por 
lo tanto esta abierta hacia el eje X’ (+ó-) 
3) Encontrar la coordenada del vértice que será el punto (h,k) 
4) Encontrar la orientación observando el signo (fuera del paréntesis) del término que NO es 


cuadrático (o se el de primer grado), y la variable que ha quedado ahí (x ó y); se dice entonces que la 
parábola abre hacia el eje cartesiano de esta variable. En algunas ocasiones no existirá paréntesis 


puesto que algún valor del vértice puede ser cero, de lo contrario siempre tendrá que factorizarce un 
signo con tal de que la variable dentro del paréntesis sea siempre positiva. 


Vgr:  y=(x+2)7+4 


1) (x+2) =y-4 Despeje de término cuadrático 
2) (x+2) =(y-4) Darle la forma 

3) vértice en (-2,+4) Coordenada del vértice 

4) la parábola se abre hacia el eje de las ‘y’ positivas 


1) y?=x-3 Despeje de término cuadrático 
2) y? =(x-3) Darle la forma 

3) vérticeen(3,0) Coordenada del vértice 

4) la parábola se abre hacia el eje de las ‘X’ positivas 


Vgr:  y=-(2-2?+3 


1) (x-2? =-y+3 Despeje de término cuadrático 
2) (x-2}° =-(y-3) Darle la forma 
3) vérticeen(2,3) Coordenada del vértice 

) 


la parábola se abre hacia el eje de las ‘y’ negativas 


Los 3 ejemplos anteriores ya han sido graficados en el método de tabulación, con la intención de 
que compruebe usted la eficiencia de este método analítico y verifigue su gráfico en páginas anteriores. 


En el caso de que la variable del término que contiene el cuadrado no este factorizada, entonces tendrá 
que hacer uso de el método de completar el trinomio cuadrado perfecto que se estudia en las ecuaciones 


cuadráticas, y de esa forma podrá seguir adelante con los pasos mencionados para graficar. 
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Var: 
6x+2=x?+y 
-y= x’ —6x+2 Verificar que el trinomio sea ya un cuadrado perfecto. 


=- y -2+ =x" —6x+ a Comenzar el procedimiento de completar TCP. 


O sea: tomar el coeficiente del término de primer grado, dividirlo entre 2 y elevarlo al cuadrado, 


para obtener el tercer término (9) que forma un Trinomio Cuadrado Perfecto con los otros dos. 


—-y-2+9=x* -6x+9 El valor que completa el TCP es el 9. 
-y+7=(x-3) Factorizando el TCP 


(y = 7) = (x — 3) Factorizar el signo para tener la forma apropiada. 


EJERCCIOS 


Grafica las siguientes ecuaciones, considerando los vértices y cruces con los ejes: 
1. y—-3+5x*=0 

8 + 12x?= 2y 

y?+4y—x=-— 

y?—-y+1=x 

x24+3x-—18= y 


E 


Resolución de ecuaciones de grado superior a dos. 


e Método de Newton para la solución de ecuaciones. 


Se trata de un procedimiento basado en la derivada, para encontrar aproximaciones a las raíces de una función real de variable 
real que sea derivable. Es muy útil en análisis numérico, sobre todo para aproximar raíces de polinomios en los cuales los 
métodos conocidos no funcionan (por ejemplo: 134+2x—5=0, x—-x+1=0D)0 para otro tipo de funciones, por ejemplo: 
2cos(x) —12?=0 óx—cos(x) =0. 

E a f i 4 5 a 
Este método sirve inclusive para aproximar valores como por ejemplo: v3, 1/3, V247, m, encontrando de manera aproximada 
las raíces de las siguientes ecuaciones 1?—3=0, 14—3=0, x*-3=0, x1%-247=0, cos(x)+1=0, 
respectivamente. 


Sea r una raiz de f (x) = 0 situada en el intervalo (a, b) y supóngase que f '(x) existe en (a, b). La recta tangente a la curva en el 
punto Pía, f(a)) de abscisa a (valor que se toma como la aproximación inicial de r) viene dada por: 


y—f(a) =f'(aMx— a) (1) (punto — pendiente) 
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Para determinar el punto de intersección de esta recta con el eje x, que se llamará a, y que se considera como la siguiente 
. 57 . a) 
aproximación de r, se hace y = 0 en (1), de lo cual se obtiene: a, =a— = ; F (a) +0 
{a 
En muchas ocasiones aies una aproximación a r mejor que a; en tales casos se repite de nuevo el procedimiento reemplazando 


el punto a por a1. La recta tangente a la curva en el punto 
Pi(a,, f(aı)) y de pendientef '(a,) viene dada por: y — f (as) =f'(a,Mx—a) (2) 


El intercepto de esta recta con el eje x, que se llamará a2 y que se considera la siguiente aproximación de r, se obtiene al 


hacer y = 0 en la ecuación (2), y asi se obtiene: 4, = 44 — A ; f'(a,) +0 
a 
El procedimiento se continúa de esta manera utilizando la siguiente fórmula de recurrencia: 


f (an) 
= ü, — f +0 
An+i An FAm)? (an) 


Ejemplo: 

La ecuación propuesta es: f(x) = x?— 2 y se sabe que el intervalo en el que pasa por el eje x es (1,2), ¿cuáles son las 
raíces de dicha ecuación? 

Para encontrar Xy obtenemos un promedio basado en el intervalo que nos proporcionan: 


= = 1.5, Xo = 1.5 


Sustituimos el valor encontrado en la fórmula: 


_16)_4_(M15P2) 


"a eo 


X1 = Xp 


Sustituyendo este resultado en la formula como se muestra, obtendremos el valor de Xx) 


((1416666)—2) _ 
X, = 1.416666 EA (LA16555) 1.414215 


Si repetimos el procedimiento obtenemos que 
X3 = 1.414213 Y x, = 1.414213 


Es notable que las primeras 6 cifras después del punto decimal se parecen cada vez más hasta ser completamente 
iguales. Así concluimos que la raíz de esta ecuación es 1.414213. 


EJERCCIOS 


Obtenga ALGUNAS de las soluciones de las siguientes ecuaciones usando el método de Newton 


1. *-42-2=0 
2. A—x+1=0 

3. x%—10x+5=0 

4. 2x*-2x1 4124 3x-4=0 
5. x*+2x 47x? — 20x = 0 


DIVISION SINTETICA 
Se revisará la división sintética y se establecerán los teoremas: fundamental del álgebra, del factor, del residuo, de 


Descartes para los signos de las raíces y las relaciones entre coeficientes y raíces. Se considerarán ecuaciones 
que se resuelvan gráficamente. 
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e Teorema del residuo. 


Si P(x) es un polinomio de grado mayor o igual a 1 y se divide entre G(x) un polinomio igual a (x — a) donde a es 
cualquier número real o complejo, hasta obtener un residuo numérico, entonces el polinomio P(a) = al residuo 
numérico R. Estableciéndose el teorema del residuo: 
P(x) = (x-a) G(x) +P(a) 
El teorema del residuo es importante porque el residuo de la división es igual al valor del polinomio P(x), para el 
valor x = a, es decir: 
P(a)=R 

El teorema del residuo se puede emplear para resolver problemas como el siguiente: 

a) Dada una función polinomial representada por P(x) y un número a del dominio de P, hallar P(a). 

b) Dada una función polinomial representada por P(x), determinar todos los valores del dominio para los cuales 

P(x) = 0. A estos números se les llama ceros del polinomio o raíces de la ecuación polinomial P(x) = 0. 


Ejemplo: Sea P(x) = 3 x 3- 2 x ? + x — 2. Determinar P(2) utilizando el teorema del residuo. 
Solución: De acuerdo al teorema anterior, el valor de P(2) es el residuo de la división de P(x) entre (x — 2). 
3x?2+4x +9 


x-2 l@Bx3-2x2?+ x-2 


-3x3+6x? 
4x?+ x 
-4x?+8x 
9x - 2 
- 9x+ 18 
16 = P(2) 


Este teorema tiene significado cuando se consideran los siguientes teoremas: 
e Teorema del factor. 
Si a es un cero del polinomio P(x) de grado n > 0, entonces (x — a) es un factor de P(x) igual que lo sería G(x). 
P(x) = (x- a) G(x). 
De otra forma si el polinomio P(x) se factoriza y uno de los factores es (x — a), el valor x = a, será un cero de dicho 
polinomio, es decir P(a) = 0, si el otro factor resultante de la factorización es G(x) entonces: 
P(x) = (x- a) G(x). 
El teorema afirma que si x es un cero a de P(x), podemos factorizar P(x) como producto de un factor lineal (x — a) 
y un polinomio de menor grado que P(x). 


e Teorema fundamental del álgebra. 


Toda función polinomial P(x), existe un valor c real o complejo, tal que c es un cero del polinomio P(x), o 


sea que P(c) = 0. 
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DIVISIÓN SINTÉTICA, TEOREMA DEL RESIDUO Y GRÁFICAS 
La división sintética y el teorema del residuo proporcionan una forma eficiente para graficar las funciones 
polinomiales. El proceso se agiliza al formar una tabla de divisiones sintéticas secuenciadas (una tras otra) en 


donde el elemento que divide se mueve en el dominio de la variable. 


Divide P(x) = x3 + 3 x? — x — 3 entre los valores del dominio —4 < x < 2, las parejas ordenadas de valores (x, P(x) ) 


son las coordenadas de los puntos que forman la gráfica. 


1 3 -1 -3 Coordenadas 

-4 
-3 
-2 
-1 

0 

1 

2 1 5 9 15 =P (2) (2, 15) 

(www.itescam.edu.mx/principal/sylabus/fpdb/recursos) 

Recordando: 


“Una es el conjunto de pares ordenados de número reales (x, y) 


en los cuales dos pares ordenados distintos no tienen el mismo primer 
número. El conjunto de todos los valores permisibles de x es llamado 

de la función ( ), y el conjunto de todos los valores resultantes 
de y se conoce como ( )de la función. 


. ez 4 os ES n n-1 n—2 
Si una función f está definida por f(x)=a,x"+a, xXx" +4, ,x" +... +4,x+ a, donde 
4,>4;»..., A, SON Números reales (a, + 0) y n es un entero no negativo, entonces, f se llama una función 


à 4 5 2 Pa . . nz 
polinomial de grado n. Por lo tanto, f(x) =3x” — x° +7x-—1, es una función polinomial de grado 5. Una función 
lineal es una función polinomial de grado 1, si el grado de una función polinomial es 2, se llama función cuadrática, 
y si el grado es 3 se llama función cúbica. Una función que puede expresarse como el cociente de dos funciones 


fœ) 


g(x) 
número finito de operaciones algebraicas sobre la función identidad y la función constante. Las funciones 
trascendentes son las trigonométricas, exponenciales y logarítmicas. 


polinomiales Q(x) = se llama función racional. Una función algebraica es aquella que está formada por un 
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Ejemplos: 
1. Para la función f(x)=x7-—2x* -Sx+6: 


) Determine el dominio de la función 

) Las intercepciones con los ejes 

) Elabora una tabla para algunos valores del D; 
) 

) 


Solución: 
(a) D, = R (el dominio de las funciones polinomiales son todos los números reales. 


(b) Intercepciones con los ejes: 
Six=0 


y=6 
La curva intercepta al eje y en el punto (0, 6) 
Si y=0 
O=x?-2x* -5x+6 
Por división sintética: 


Los factores de 6 son: +1,+2,+3,+6 


Por lo tanto, f tiene un factor de la forma x-1. 
F&D =x -2x? -5x+6=(x-1D)(x2? —x-6) 
El factor x’ —x—6, puede descomponerse en: 
x? —x-6=(x-3)(x+2) 

Finalmente: 

Siy=0 


x*-2x?-5x+6=0 
(x-D(x-3)(x+2)=0 


Los valores de x son: 


x-1=0 =>x=1 
x-3=0 >x=3 
x+2=0 >x=-2 


La curva corta al eje x en los puntos: (-2, 0), (1, 0) y (3, 0) 
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(c) La siguiente tabla será de mucha utilidad para graficar: 


Xx -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 
y -70 -24 0 8 0 -4 0 18 
(d) La función ha sido graficada utilizando un software: 
ad y =X"3-2x"2-5x+6 


2. Para la función f(x)=x*-Sx* +2x? +8x : 


Determine el dominio de la función 
Las intercepciones con los ejes 


a) 
b) 
c) Elabora una tabla para algunos valores del D; 
d) 
) 


( 
( 
( 
(d) Traza la gráfica de la función 
( 


Solución: 


(b) intercepciones con los ejes: 
Six=0 
y=0 

La curva corta al eje y en el punto (0, 0) 
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e) Estima una aproximación del R; (puedes comprobarlo utilizando un software) 
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Siy=0 

x* —5x° +21? +8x=0 
Factorizando: 

x -5x +21 +8x=0 

x(x? -5x +2x+8)=0 


Descomponiendo (x° —5x? + 2x +8) por división sintética: 


Por lo tanto: 
xs +2x? +8x = x(x +1) (x? -6x +8) = x(x+1)(x-4) (x-2) 


La curva corta al eje x en los puntos: (-1, 0), (0, 0), (2, 0) y (4, 0) 


(c) Elaboramos una tabla en el intervalo [-3, 5] 


X -3 -2 -1 0 


—h. 
OJN 


y 210 48 0 0 6 


-12 0 


(d) Graficando: 
R; = [-12.95, 00) 
El valor de -12.95 se obtiene cuando se grafica con el software 


Ay 
20 


y = X^4-5x^3+2x^2+8X 


yx 


-28 24 20 -16 -12 3 -4 8 12 
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Bosquejo de una función polinomial: 


Los puntos de giro, inflexión y las intersecciones con el eje x, requiere de la aplicación del cálculo; pero si 
el polinomio se puede factorizar en factores lineales o cuadráticos, entonces sí es posible obtener la gráfica del 
polinomio con facilidad. Los métodos que utilizaremos más bien serán generales y se aplicarán para trazar un 
bosquejo de la gráfica y no para obtener una gráfica exacta. 


La función polinomial de segundo grado P(X) = ax? + bx + c, con (a, b y c reales), función cuadrática, nos ayudará 
a repasar las propiedades esenciales. 


y = (x+2)(x-2)(x+3) y = (6x2+x+1)(x+1)(-2)(x-1) 


y = (x)(x-2)(x-3)(x-1) y = x(x-1)(x-2)(x-3)(x-1) 


TEMAS SELECTOS DE MATEMATICAS ING SAUL CHARQUEÑO V. scharquenofis@gmail.com 


140 

Ejercicio: Trazar la gráfica de la función polinomial: 

PO) = Vx -x2-55x+6 
Realiza la factorización del polinomio y completa los espacios en blanco: 

Po =Y% (x+ )(x 1)( -4). 
Los ceros de P(x) son -3, 1, 4. 
Completa las coordenadas donde la gráfica cruza o choca en el eje de las x: 

(3, —), (50), (4,0) 


Se puede bosquejar rápidamente la gráfica realizando las consideraciones siguientes: 


-© <x<-3, -3<x<1f, 1<x<4 4<x<+o 
Contesta Sl o NO: 
1. Si aplicamos el teorema del residuo a la región -œ < x < -3, ¿P(x) < 0? Demuéstralo. 
2. Si aplicamos el teorema del residuo a la región: 3 < x < 1, ¿P(X) > 02 Demuéstralo. 
3. Si aplicamos el teorema del residuo a la región: 1 < x < 4, ¿P(x) > 02 Demuéstralo. 
4. Si aplicamos el teorema del residuo a la región: 4 < x < + «o, ¿P(x) > 0? Demuéstralo. 


EJERCICIOS: 


a) Resuelve con división sintética: 
1. x4 -4x8 + 29 entre x- 3 
2. 2x*-x34+ 2x — 4 entre x + Yo 
b) Demuestra que el segundo polinomio es factor del primero y determina el otro factor. 
1. x+x*-16x-16;x-2 
2. X4+32;x+2 
3. x4-3/2x3+3xX? +6X+2;X+%2 
c) Utiliza la división sintética para demostrar que el segundo polinomio es un factor del primero y determínese 
el otro factor. 
1. x+x—x-1;x2-1 
2. xt- x+ 2x? -—4x-8;x -x-2 


3. xłt+2xX3-4x-4;XxX +4 
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d) Obtén de las siguientes funciones su gráfica, dominio, rango, raíces o ceros. Como podrás notar los puntos de 
inflexión y giro no se pueden determinar; por eso solo podemos trazar un esquema de la gráfica, basados en las coordenadas 
obtenidas, sin embargo deberás usar tus conocimientos de cálculo (máximos y mínimos) para obtener una gráfica mas precisa. 


1. (X= (x + 5) (x + 3) (x + 3) (x + 3) (x— 5) 
2. f(x) = (x + 4) (x +1) (x = 3) x? 

3. f(x) = (x + 5) x? 

4. t(x) = (x - 3)? (x + 3) (x-5) 

5. f(x) = (x + 3)2 (x — 2) x3 

6. f(x) = X2 (X2 + 3x +2) 

7. f(o=x+2x%-5x-6 


8. f(x) =xt-— 13x? — 12x 


Actividad: 

1. En cada uno de los ejercicios: a) Factoriza el polinomio, b) Determina los ceros del polinomio, c) Intenta 
hacer un bosquejo de la gráfica del polinomio con las herramientas que conoces, d) usa un graficador 
computacional y obtén la grafica. 

1. y=X-2x2-x+2. 

2. y=2xt-— 11 x? + 20 x? -— 12x. 

3. Y=x5-5 x4- 6 x3 +38 x? -43x +5. 
4. P(x) = Y (x — 3 x - x? + 3x). 

2. Sila función polinomial general f(x), igualada a cero, tiene por raíces los números complejos conjugados (a 
+ bi) y (a — bi), en que a y b son reales, b # 0, y i = Y -1, demuéstrese que f(x) tiene un factor cuadrático 
positivo para todos los valores reales de x, y por tanto, que no hay ningún punto de intersección de la 
curva y = f(x) con el eje x. 


3. Sila función polinomial general f(x), igualada a cero, tiene raíces reales de orden par, iguales cada una al 


valor a, demuéstrese que la curva y = f(x) es tangente al eje x en el punto (a, 0). 
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Desigualdades o Inecuaciones: 


De primer grado. De primer grado con valor absoluto. De primer grado simultáneas. 
Se revisará el concepto de desigualdad, abordando desigualdades de primer grado, de primer grado con valor absoluto y 
simultáneas de primer grado. Se interpretará gráficamente el conjunto solución de una desigualdad de primer grado. 


Manejo algebraico de desigualdades: 


Para seguir ilustrando el manejo y propiedades de las desigualdades se muestran los siguientes ejemplos: 


4 
+ = x+2< E +3  multiplique por 3 toda la desigualdad 


x—-3x+6<-4x+9 ordene los términos para reducir 
x—-3x+4x<-—6+9 
2x<3 


3 3/2 
solución: - 00, ) AMAN — 
2 


Para toda desigualdad que se multipligue o divida por un valor negativo se tendrá que cambiar en 


ese momento el sentido de la desigualdad, pasando de mayor que a menor que y viceversa. 


+ 6< -3(2x -= 4) <12 divida entre -3 y cambie el sentido de la desigualdad. 
-2> (2x = 4) >—4 sume 4 en los tres miembros para quitar el -4. 


-2+4>(2x-4+4)> 444 


222% >0 divida entre 2. 0 1 
1>2x>0 o > 
Fl 
solución: conjunto solución: (0,1] 
x>0 


Para las desigualdades que presentan valor absoluto (4 casos) habrá que entender primeramente lo 


siguiente: 


Caso lx <a en este caso la variable ‘x puede tomar valores tanto positivos como negativos, pero el 


intervalo de valores que puede tomar serán aquellos que al salir del valor absoluto, o sea siempre positivos, al 
compararlos con “a” tienen que ser menores para cumplir con el ‘menor que”, esto significa que ‘X’ puede tomar 


un intervalo desde (-a, a) porque todos ellos al ejecutar el valor absoluto serán siempre menores. 
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: Le v 0 
Por lo tanto el conjunto solución es (-a, a) y sė expresa también como: -a< x <a 


1 
1 
1 
1 


Vgr: Bx- 2] <4 Note que toda la expresión dentro del Valor absoluto es la que generará un solo valor 


. Y dl z rz 
numérico (representa la barra) que será el que se va a cdmparar con el 4, por lo tanto esta expresión se 


maneja completa de la'manera siguiente en forma de una desigualdad doble: 
` 


1 
1 


` 1 

xk 
—4<3x-2<4 quitar el -2 La expresión que representa la barra en la recta numérica es 
-4+2<3x-24+2<4+2 el valor de ‘x’ que hace que precisamente: 3x — 2, se 


encuentre en un valor siempre menor o igual que ‘ʻa’ o sea 4. 


Valores de x 


—-2<3x<6 dividir entre 3 


2 o X2 f 
E <x<2 solución: 3 eS 


Caso |x| >a en este caso la variable ‘x’ puede tomar valores tanto positivos como negativos, pero el 
intervalo de valores que puede tomar serán aquellos que al salir del valor absoluto, o sea siempre 
positivos, al compararlos con ʻa’ tienen que ser mayores para cumplir con el ‘mayor que”, esto significa que x' 
puede tomar un intervalo desde (- 00, -aju (a, co) porque todos ellos al ejecutar el valor absoluto serán 


siempre mayores. -a 0 a 


—o a 


Por lo tanto el conjunto solución es (- 00, -a)u (a,0) y se expresa también como dos desigualdades que se 
resuelven por separado pero la unión de sus respuestas será la respuesta total: 

|x| <-a (0) xx > a 
Var: 2b — 7| >3 se separa en dos desigualdades: 


2b-7<-3 y 2b-1>3 


se resuelven por separado: 


2b-7<-3 2b-7>3 2 0 5 
2b<-3+7 2b>3+7 oaa 
2b<4 2b >10 

b<2 b>5 conjunto solución: (- 00,2)u (5,00) 


La expresión que representa las barras en la recta numérica es el valor de ‘b’ que hace que 


precisamente: 2b — 7| se encuentre en un valor siempre mayor o igual que 3 
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Los otros dos casos son verdaderamente simples, cuya respuesta es: ‘nunca’ o ‘siempre’. 


Caso lx <a, cuando ‘ʻa’ es menor que cero, o sea negativa. Para este caso observe que se 


pretende que al ejecutar el valor absoluto, el valor numérico resultante sea menor que un número 
negativo, y como puede deducir eso nunca sucederá, por lo tanto el conjunto solución se declara 


conjunto vacío. 


Vgr: 2x — 5| < —8, para cualquier valor de ‘x’ nunca será menor el valor absoluto. 


Caso lx >a, cuando 'a' es menor que cero, o sea negativa. Para este caso observe que se 


pretende que al ejecutar el valor absoluto, el valor numérico resultante sea mayor que un número 
negativo, y como puede deducir eso siempre sucederá, por lo tanto el conjunto solución se declara 


en infinitos valores que cumplen. 


Var: 2x — 5| > —8, para cualquier valor de ‘x’ siempre será mayor el valor absoluto. 
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DESIGUALDADES CUADRÁTICAS. 


Para las desigualdades de este tipo tendremos en su solución dos casos: 


Intervalos de los extremos Intervalos en el centro 


< o 


Vgr: xX —2x-8<0 LLL 


(x-4x+2)<0 
valores’frontera’: x = 4 
X=-2 
Se verifican tres intervalos posibles, de los que vamos a verificar cuales son verdaderos y cuales son 


falsos, lanzando un valor de prueba para cada uno de ellos, eligiendo valores convenientes cualquiera, siempre y 
l 


cuando se encuentren dentro del intervalo a analizar: 


Si x = -3 entonces (-3) —2(-3)-8<0 para el primer intervalo 


I 
9+6-8<0 
7<0 


Falso, por lo tanto este intervalo NO es parte del conjunto solución 


0+0-8<0 
—-8<0 


Verdadero, por lo tanto este intervalo Sl es parte 


del conjunto solución 


I 
I 
I 
I 
l 
I 
M 2 
Si x = 0 entonces (0) — 2(0)- 8<0 para el intervalo intermedio 
f 
I 
I 
I 
I 
L 
L 
v 


Si x = 5 entonces (5) —-2(5)-8<0 para el intervalo de la derecha 


25-10-8<0 
7<0 


Por lo tanto el conjunto solución será: 


(2,4) 


Falso, por lo tanto este intervalo NO es parte del 


conjunto solución. 


De lo anterior se generaliza que para una desigualdad cuadrática del tipo ‘menor que” el conjunto solución será 
el intervalo intermedio. Y para una desigualdad cuadrática del tipo ‘mayor que’ el conjunto solución serán los 


intervalos de los extremos, por ejemplo: 
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Vgr: x’ +8x+7>0 (x+1lx + 7) >0 valores frontera: x = -1 y x=-7 


Six=-8 > (-8)+8(-8)+7>0+  64-64+7>0> 7>0> Verdadero 


Six=-2 > (2) +8(-2)+7>0>  4-16+7>0> -5>0 > Falso 
Six =-0> (0) +8(0)+7>0 > 0-0+7>0> 7>0> Verdadero 
-7 -1 


Conjunto solución: (- 00,-7)u (- 1,00) A ———— 


Este tipo de análisis se puede extender para otro tipo de desigualdades como por ejemplo: 


(e+ 1-5) o 


3 los valores frontera serán aquellos que hagan cero cada factor, o sea: 
AT 


x=-1 x=5 x=-3 (este valor habrá que evitarlo en 
el conjunto solución, porque la expresión no esta definida en -3, esto es cuando el denominador se 
hace 0). 


SS IS a a a a 


A e 
Si x = -4 ARTES) g ] 1 
-4+3 


A 44 — 
=f 


+27 
I <0 verdadero 
-2+1-2-5 
Si x = -2 ( X ) <0 
-2+3 Con un poco de práctica notará que los valores de falso y 
verdadero son alternados, por lo tanto podemos concluir por 
(-1 = 7) <0 anticipado este conjunto solución. 
1 
+7 
— <0 falso 
1 
2x-5 Es 
Var: 4 <1 los valores frontera son: 4, porque es el valor de ‘X’ que hace cero el denominador, y el 
X — 


otro valor se encuentra efectuando el siguiente despeje para ‘x’: 
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2x-5 


x-4 


Il 
— 


=], —> 2x-5=1(x-4), > 2x-5=x-4, => 2x-x=5-4,> x 


por lo tanto los valores frontera son 4 y 1, y para los cuales nuevamente se efectúa el análisis de los valores de 
prueba: que pueden ser 5, 0, y 3 


25)=3 y 2x0) -5 1 23)-5 y ; a 
(5) -4 (0) -4 (3)-4 — eo 
i Da l< [1,4) 
1 —4 -1 
Falso Falso Verdadero 


REGIONES QUE SATISFACEN CONDICIONES DADAS 


Grafiquemos la función: y =x 


< 
II 
e 


x< 
|< 


0 1 
N & 
1 1 
N & 


O T7MUOOU DPU 


0N-=0O0 
0N=0 


Observemos que el gráfico encontrado representa una recta que divide al plano en tres regiones: 
= lo que esta arriba de la recta 

= lo que esta sobre la recta, es decir, la recta misma (y = x) 

= lo que esta por debajo de la recta 
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Vgr.: Representar las región que establece la desigualdad siguiente: 
1. y<-x+2 


PI|x| y 
A[|-2]|4 
BlI-113 
CIO J2 
D111 
E¡2]|0 E 5 


Y 
La forma de encontrar la región de la que se esta hablando es “lanzar” un punto dentro del gráfico 
esperando que la desigualdad nos indique si pertenece o no a la región de la que se habla. 


1 
1 


Por ejemplo, si probamos el punto (1 23) en la desigualdad tendremos: 


e —x=1,y=-3 
e  Sustituyendo en la desigualdad: y<-=x+2 


(3) < -(1)+ 2= 
-3<1 
e Verifique que es verdadera la desigualdad obtenida, por lo tanto este punto esta en la región que 


describe la desigualdad, entonces podemos deducir de ahí, cual es la región solución. 
e De igual forma pudimos haber escogido un “punto de prueba” más fácil como el (0,0) siempre y 


cuando este no coincida con la recta. 


La recta y =-x+2 NO SE CONSIDERA en la desigualdad pues todos los puntos contenidos en ella no 


satisfacen la condición de “menor que”, puesto que todos estos son “igual a”; a menos que el símbolo de la 


desigualdad hubiera sido “menor o igual”, y en el gráfico para denotar que no son parte de la solución la línea 


deberá trazarse de forma punteada. Es decir: que siempre que esté el símbolo “menor o igual” o “mayor o 
igual” entonces la línea SI PERTENECE A EL ÁREA SOLUCIÓN y se dibuja con línea contínua. 


Var: 
2<x<5 Observe como se “fabrican” las ecuaciones de las rectas: (se separa en dos ecuaciones la 


desigualdad original) 2<x x<5 
P X y P X y 
B|2]|2 B|5]|2 
C 2 1 C 5 1 
D]|2ļo0 DSO 
El2]|-1 E[5]|+ 
F|2|-2 F|5]|-2 
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Ver: 
La parábola y< x? +1 está trazada con línea contínua pues sí está considerada en la desigualdad, es decir 


149 


En la desigualdad se piden todos los valores cuya abscisa sea mayor que 2 y menor que 5; el 2 y el 5 NO 


PERTENECEN a la condición. 


A 
34 o > A— 
2J è 3 
14 è $ 
(o) 4 T + 
1 2 3 4 5 6 
“14 è 4 
pE $ $ 
==» — 
34 o a 
-4 4 


Resolviendo de otra forma, podemos probar el punto (3,0) para ambas rectas: 

Recta 1: 2<x punto (3,0) sustitución 2<3 : verdadero 

Recta 2: x<5 punto (3,0) sustitución 3<5 : verdadero 

por lo tanto este punto (3,0) esta dentro de la región solución de ambas rectas. 


yor? +l 


es parte de la desigualdad, esto se da cuando el signo de la desigualdad es “menor o igual que” o “mayor o igual 


que”, como en este caso. 


Px y 
A| -3 |10 
B| -2/5 
C] -1] 2 
DI 0] 0 
EJ] 1 2 
F]2]|65 
G] 3 |10 


Probemos el punto (0,0): 
y< x?’ +l 


yr +l en (0,0) o<(0) +1 
oai — [iaa | 


por lo tanto el área solución es donde se encuentra este punto (0,0) , o sea, el área que se encuentra fuera 


de la parábola. 
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UNA APLICACIÓN REAL 


A decir de la graficación de desigualdades, está íntimamente relacionada con 1) aumentar las ganancias 
de una empresa, y 2) disminuir los costos; así entonces como usted se da cuenta, por obvias razones es de vital 


importancia este tema para el buen funcionamiento de cualquier negocio. 


A continuación se presentan unos ejemplos de aplicación real, pero considere que el estudio de este tipo 
de problemas NO son del alcance de este curso, es solo para ilustrar dónde será aplicado el conocimiento de 


graficación de desigualdades (y otros temas) en la vida real. 


EJEMPLO 1.- Una compañía fabrica 2 clases de cinturones de piel. El cinturón A que es de alta calidad y 
el B que es de baja calidad. La ganancia respectiva por cinturón es de $0.4 y $0.3. Cada cinturón de tipo A 
requiere el doble de tiempo que usa el de tipo B, y si todos los cinturones fueran del tipo B la compañía tendría 
tiempo para fabricar 1000 al día. El abastecimiento de piel es suficiente únicamente para 800 cinturones diarios (A 
y B combinados). El cinturón A requiere una hebilla elegante, de las que solamente se dispone de 400 diarias, y se 
tienen únicamente 700 hebillas al día para el cinturón B. ¿cuál es la cantidad de cinturones de cada tipo que 


debe fabricar para obtener la mayor ganancia? 


Una combinación de cantidades al “tanteo” puede darnos una idea del problema en el que estamos, por 
ejemplo 400 de A y 400 de B que darán una ganancia de G = 400(0.4) + 400(0.3), donde G = $280, pero resulta 
que no hay tiempo suficiente para fabricar esta combinación, se necesitaría capacidad para fabricar 400(2) + 400 
= 1200 cinturones de tipo B y solo se tiene capacidad para 1000. Podría darse otras combinaciones, pero pueden 


llegar a caer en las mismas dificultades, es por ello que el proceso de solución es el siguiente: 


e definir, de acuerdo a la pregunta del problema, lo que representa X y Y: 
X: cantidad de cinturones tipo A 
Y: cantidad de cinturones tipo B 


e plantear como ecuaciones y/o desigualdades las restricciones del problema: 


piel: x+ y <800 
capacidad-tiempo: 2x+ y <1000 
hebilla A: x<400 
hebilla B: y <700 
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>  GRAFICAR EL ÁREA SOLUCIÓN de las desigualdades anteriores: 
(como x,y no admiten valores negativos como respuesta, entonces solo es necesario graficar el área 


solución que pertenece al primer cuadrante). 


AREA SOLUCION 


| Hebilla B 


[sa] 
a 
z 
O 
g 
> 
e 
z 
o 
uu 
a 
2 
Q 
E 
zZ 
< 
o 


900 1000 1200 
CANTIDAD DE CINTURONES A 


Las posibles soluciones del problema son los vértices del polígono que se forma en el área 
solución (señaladas en el gráfico anterior con un “círculo”), las cuales pueden ser encontradas fácilmente 


de manera gráfica o analítica (sistema de ecuaciones). Las intersecciones son: 


e (0,700) x=0,y=700 ganancia = (0.4)(0) + (0.3 )(700) = $ 210 
e (100,700) x=100,y=700 ganancia = (0.4)(100) + (0.3 )(700) = $ 250 
e (200,600) x=200,y=600 ganancia = (0.4)(200) + (0.3 )(600) = $ 260 
e (400,200) x=400,y=200 ganancia = (0.4)(400) + (0.3 )(200) = $ 220 
e (400,0) x=400,y=0 ganancia = (0.4)(400) + (0.3 )(0) = $ 160 


Como puede observarse la coordenada que representa la mayor ganancia posible es la combinación de 
fabricar 200 cinturones A y 600 cinturones B produciendo una ganancia de $ 260, y de la que podemos estar 
seguros que es la combinación que satisface al mismo tiempo todas las restricciones del problema y al mismo 
tiempo maximiza las ganancias. 


Ejemplo 2: Una dulcería tiene 75 libras de nueces y 120 libras de cacahuates que se van a empacar 
mezclados en paquetes de 1 libra en la siguiente forma: una mezcla que contiene 4 onzas de nueces y 12 
onzas de cacahuates y otra mezcla que contiene 8 onzas de nueces y 8 onzas de cacahuates. En la primera 
mezcla se obtiene una ganancia de $0.25 por paquete y en la segunda se logra una ganancia de $0.45 por 
paquete. ¿Cuántos paquetes de cada mezcla se deben hacer para obtener la ganancia máxima? 

Primero observamos que hay dos variables. Sean: 


x = número de paquetes de la primera mezcla 
y = número de paquetes de la segunda mezcla 
La ganancia P está dada por la función lineal 


P = ($0.25)x + ($0.45)y 
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Las restricciones para x y y son: x20, y20 


Pues x y y representan el número de paquetes y no tiene sentido que estas cantidades sean negativas. 
También existe un límite para el número de libras de nueces y cacahuates disponibles: el número total de libras 
de nueces no puede exceder a 75 libras (1200 onzas) y el número de libras de cacahuates no puede exceder a 
120 libras (1920 onzas). Esto significa que: 

4x + 8y > 1200 

12x + 8y > 1920 


El problema de programación lineal consiste en maximizar la función objetivo (ganancia). 
P = $0.25x + $0.45y 
sujeta a las condiciones: 
x + 2y =£ 300, 3x + 2y =480 x20 y=0 
Ahora sólo necesitamos resolver cada par de ecuaciones lineales de para encontrar sus puntos de 
intersección, pues sabemos que, si existe solución, ésta debe localizarse en un vértice. Si hacemos esto 


encontramos que los vértices del conjunto formado por las soluciones factibles son: 
(0,0), (0,150), (460,0), (90,105) 


Vea en la figura la gráfica del conjunto de las soluciones factibles. Sólo queda probar cada uno de estos 
valores en la función objetivo. Entonces 


gunda mezcla 


Paquetes de la se 


g 


(0,0)5s0 100 150 200 250 o 
Paquetes de la primera mezcla 


350 z“ 
e (0,0) x=0, y=0 P= ($0.25) (0) + ($0.45)(0) = 0 

e (0,150)  x=0, y=150 Po= ($0.25) (0) + ($0.45)(150) = $67.50 

e (160,0)  x=160, y=0 P= ($0.25)(160) + ($0.45)(0) = $40.00 

e (90,105) x=90, y=105 P= ($0.25)(90) + ($0. 45)(105) = $69.75 


Entonces se obtiene una ganancia máxima al hacer 90 paquetes de la primera mezcla y 105 de la segunda. La 
ganancia máxima obtenida en estas ocasiones es $69.75. 
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Ejemplo 2: Una empresa productora de alimentos para animales necesita proporcionar como parte integrante 
de su producto tres vitaminas diferentes con requisitos mínimos que debe cumplir. Las vitaminas se pueden 
obtener en diferentes cantidades de la materia prima A, que cuesta $9.00 el kg. Igualmente se puede obtener 
de la materia prima B, que cuesta $7.00 el kg. Ahora bien, la materia prima A contiene 15 unidades de la 
vitamina 1, 20 unidades de la vitamina 2 y 15 unidades de la vitamina 3. La materia prima B contiene 10 
unidades de la vitamina 1, 5 unidades de la vitamina 2 y 25 unidades de la vitamina 3. 

Si se desea determinar la combinación ideal de materias primas para minimizar los costos de producción, 
determine lo siguiente: 


= El planteamiento algebraico de las restricciones 

= La ecuación del costo de producción que se trata de minimizar 

= El nivel óptimo de utilización de las materias primas A y B 

= El costo mínimo posible, utilizando la combinación óptima de las materias primas 


Solución 
Como primer paso, organicemos la información: 


MATERIA PRIMA 
A B Necesidades mínimas 
Vitamina 1 15 10 60 
Vitamina 2 20 5 40 
Vitamina 3 15 25 75 
Costos por kg. $9.00 $7.00 Costo $? 


Ahora asignamos nombres a las variables controlables: 


Representemos por x la cantidad de kg que contendrá el producto terminado de la materia prima A y por y la 
cantidad de kg que contendrá el producto terminado de la materia prima B. 


El segundo paso consiste en plantear las restricciones que en este caso sí aceptan un exceso pero nunca una 
deficiencia en las vitaminas. Lo haremos de la siguiente forma: 


Como cada kg de la materia prima contiene 15 unidades de la vitamina 1 y cada kg de la materia prima B 
contiene 10 unidades de la vitamina 1, entonces 15x+10y representa el total de la vitamina 1 que contendrá el 
producto terminado, y puesto que el producto terminado debe de contener un mínimo de 60 unidades de la 
vitamina 1 entonces una desigualdad que debe de satisfacerse es: 

15x + 10y > 60. 


Continuando así tenemos las siguientes restricciones: 


Vitamina 1: 15x + 10y > 60 
Vitamina 2: 20x + 5y > 40 
Vitamina 3: 15x + 25y > 75 


donde los valores de x y y deben ser positivos o igual a cero, es decir, 
x>0, y=0 


Ahora puesto que cada kg de la materia prima A cuesta $9.00 y el de B cuesta $7.00, entonces el costo del 
producto terminado es 9x + 7y, y así obtenemos que la función objetivo a minimizar es: 
C=9x+7y 

El paso siguiente es encontrar la solución gráfica de las desigualdades. Para esto, se despeja el valor de y en 
cada desigualdad 

y=6- =x pendiente= -3/2 

y=8—4Ax pendiente= -4 

y>3- =x pendiente= -3/5 
Obsérvese que la pendiente de la función objetivo, que es -9/7 es distinta a la pendiente de todas las 
restricciones, lo que nos indica que la solución es única. 
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A continuación se muestra la gráfica de las restricciones, o sea, el polígono de soluciones. Puesto que hay una 
única solución, está dada por uno de los vértices del polígono de soluciones. Dos de ellos son obvios, y estos 
son los puntos (0,8) y (5,0). Los otros son las intersecciones entre las rectas. 


(1) y=8-4x,  y=6-(E)x 
(2) y=6-—(E)x cony=3-—(3)x 


Resolviendo los dos sistemas de ecuaciones, encontramos que la intersección entre las rectas (1) es el punto 
(4/5, 24/5) y el de (2) es el punto (30/9, 1). 

Así los vértices del polígono de soluciones son: (0,8), (5,0), 
(4/5,24/5) y (30/9,1). 

Para encontrar la solución óptima reemplazamos estos puntos 
en la función objetivo C = 9x + 7y. 


e (0,8) x=0, y=8 
P= ($9.00)(0) + ($7.00)(8) = $56.00 
e (5,0) x=5, y=0 


P= ($9.00) (5) + ($7.00)(0) = $45.00 
e (4/5,24/5) x=4/5, y=24/5 

P= ($9.00) (4/5) + ($7.00)(24/5) = $40.80 
e (30/9,1)  x=30/9, y=1 

P= ($9.00) (30/9) + ($7.00)(1) = $37.00 


É Materia dras A 


De esta manera encontramos que el costo mínimo es $37.00 y se obtiene con la siguiente proporción: 
Materia prima A=30/9= 3.3kg 
Materia prima B= 1kg. 


Este modelo de solución se puede hacer más eficiente, pero se sale aún más del alcance de este libro, 
pertenece a temas desarrollados en Investigación de operaciones y/o programación lineal. 


EJERCICIOS: 


A.Resuelve las siguientes desigualdades y expresa los resultados en recta numérica y también en forma de intervalo. 


3x-5<10 11) 2+7x<3x-10 21) 100>400-6x> 10 
4/x+9>0 12) x+4<3 22) 2<1/2x-6<10 
4x +10 >4-2x 13) -3<x<2 23) 7<3-x<8 
5+3x>6x-4 14) 4<x<0 24) 5<3x+4<13 

3x — 5/2 > 1/2x 15) -3<x<5 25) 2 <2x-⁄2 <34 
3x- 10 25x 16) 2<x<6 26) -1<3-7x/4<6 
7-2x>-3 17) 1<5-3x<11 27) 12>5x-3>7 
6x-7>1 18) -2<x<3 28) 7/2>1-4x/5 > 3/2 
x+V<2+x/4 19) 7<2x+1<19 

2 (x+2)<5 20) -5<x-3<3 


B.Resuelve las siguientes desigualdades y expresa los resultados en recta numerica y también en forma de intervalo. 


x? +2x-15>0 7) x2+6x+9<0 12) 2x? +9x+4<0 

X? +3x+2>0 8) 4x?-20x+25>0 13) 8x? -22x + 1520 
X2? +3x+2>0 9) x?+9x+202>0 14) 25x? + 15x+2>0 
4x? + 9x-9<0 10) 22-x-1<0 15) 9x?- 36X+1<0 
4 -4x+1<0 11) 3x2 +2x-5>0 

X2 -16 < 0 
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C.Resuelve las siguientes desigualdades y expresa los resultados en recta numerica y también en forma de intervalo. 
1) x<4 3) (x-2)2>1 6) x*+6x+8<0 
2 x>9 4)  (2x+1)2>1 
5) 6x? + 13x<5 


D.Resuelve las siguientes desigualdades y expresa los resultados en recta numerica y también en forma de intervalo. 


1) x(x-2)(x+3)>0 4) (x-2)2>0 7) (x-3) (x +5) (x- 4)2<0 
2) (x+2)(x+3) (x+4)<0 5) (x-2)? (x+1)<0 8) x-5x<0 
3) (x-1) (x+4)>0 6) (x- 1 (x+ 1)<0 


E.Resuelve las siguientes desigualdades y expresa los resultados en recta numerica y también en forma de intervalo. 


1) Ix|<2 7) |7-3x2| <1 13) |4x-5|=3 

2 |x-2|<1 8) |x-10|<3 14) lx+6| =2 

3) |x-5|<1 9) |25x-8|>7 15) lx+1l=|x-2| 
4 |x+2/2|<1 10) |2x-7|<0.01 16) l3x-4| =|2x +1! 
5) |x-1]<1 11) |2x-1x|>2 

6) |2x+1|>5 12) |3x -2|<4 


F.Resuelve las siguientes desigualdades y expresa los resultados en recta numerica y también en forma de intervalo. 


1) (4x+1)/(x-2)>2 3) x/(5x+6)> (x-4) 5) (x-=3)/(x+3)>(4x-6) 
2) (3x-13)/x>16 4) (9x + 5) / (6 - 3x) > (2x- 1) 6) (3-2x)/(4+x)> (5x-1) 
G. GRAFICA LAS SIGUIENTES DESIGUALDADES 
1) 3.20% 4) a 6) (y-3) >x+2 8) ye 
2) y?+4<x 5 E 7 = 
3) 2x+6>y J ER pas 
H.GRAFICA EL AREA SOLUCIÓN (INTERSECCIÓN), DE LOS SIGUIENTES GRUPOS DE DESIGUALDADES 
x<y x<6 
( 4 x—-4y<8 
t. y> E-2 2-. a 3-. 5>x 
E -32 y 
y<— +4 yz 


MATRICES Y DETERMINANTES. 


Definición de matriz. 


Se denomina matriz a todo conjunto de números o expresiones dispuestos en forma rectangular, 
formando filas y columnas. 


Cada uno de los números de que consta la matriz se denomina elemento. Un elemento se distingue de otro por 
la posición que ocupa, es decir, la fila y la columna a la que pertenece. 


El número de filas y columnas de una matriz se denomina 


dimensión de una matriz. Así, una matriz será de dimensión: 2x4, Au Aa Uo Ajo ** a 
3x2, 2x5,... Sí la matriz tiene el mismo número de filas que de a y to Aj o Aa 
columna, se dice que es de orden: 2, 3, ... a aa. 

, . . ĉi Biz a; a; 
El conjunto de matrices dem filas yn columnas se denota 3 a 
por Amxn O (aij), y un elemento cualquiera de la misma, que se E 
encuentra en la fila i y en la columna j, por aij. A U Aaj U Gan 
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Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensión y los elementos que ocupan el mismo lugar en 


ambas, son iguales. 


Tipos de Matrices 
e Matriz fila 
Una matriz fila está constituida por una sola fila. 
(2 3 -1) 


e Matriz columna 
La matriz columna tiene una sola columna 


0 


e Matriz rectangular 
La matriz rectangular tiene distinto número de filas que de columnas, siendo su dimensión mxn. 


125 
91 3 
e Matriz cuadrada 
La matriz cuadrada tiene el mismo número de filas que de columnas. 


Los elementos de la forma ai constituyen la diagonal principal. 
La diagonal secundaria la forman los elementos con i+j = n+1. 


1.2 
3 6 5 
0 -1 4 


e Matriz nula 
En una matriz nula todos los elementos son ceros. 


0 0 
0.0 
e Matriz triangular superior 
En una matriz triangular superior los elementos situados por debajo de la diagonal principal son ceros. 


e Matriz triangular inferior 
En una matriz triangular inferior los elementos situados por encima de la diagonal principal son ceros. 
200 


120 
356 
e Matriz diagonal 


En una matriz diagonal todos los elementos situados por encima y por debajo de la diagonal principal son nulos. 


200 
02.0 
006 


e Matriz escalar 
Una matriz escalar es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son iguales. 
200 


020 
002 
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e Matriz identidad o unidad 
Una matriz identidad es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son iguales a 1. 


100 
0.1. 0 
0-0-1 


e Matriz traspuesta 
Dada una matriz A, se llama matriz traspuesta de A a la matriz que se obtiene cambiando ordenadamente las filas 
por las columnas 


230 2 1 3 
A=|1 2 0 A=|3 2 5 
356 0056 
Propiedades de la matriz transpuesta: 
(A)! = A 
(A + B)! = At + Bt 
(a -A)t =a; At 
(A- B= Bt. A! 


e Matriz regular 
Una matriz regular es una matriz cuadrada que tiene inversa. 
e Matriz singular 
Una matriz singular no tiene matriz inversa. 
e Matriz idempotente 
Una matriz, A, es idempotente si: 
A2 =A. 
e Matriz involutiva 
Una matriz, A, es involutiva si: 
A? =l. 
e Matriz simétrica 
Una matriz simétrica es una matriz cuadrada que verifica: 
A = At. 
e Matriz antisimétrica o hemisimétrica 
Una matriz antisimétrica o hemisimétrica es una matriz cuadrada que verifica: 
A=-Al, 
e Matriz ortogonal 
Una matriz es ortogonal si verifica que: 
A-At= l. 


Suma de matrices 


Dadas dos matrices de la misma dimensión, A=(a;j) y B=(b;j), se define la matriz suma como: A+B=(aij+b;j). Es 
decir, aquella matriz cuyos elementos se obtienen: sumando los elementos de las dos matrices que ocupan la 


misma posición. 2.0 1 1 O 1 
A=|3 o o| B=|1i 2 1 
5 1 1 1 1 O0 


A+B=|3+1 0+2 0+1 


ll 

p 
N 
ji 


=. Oe 
| 

O m. e 
Il 
N 
l 
N 
| 
p= 
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Multiplicación 


Dos matrices A y B se dicen multiplicables si el número de columnas de A coincide con el número de filas de B. 
Mmxn X Mnxp= M mxp 


El elemento cij de la matriz producto se obtiene multiplicando cada elemento de la fila i de la matriz A por cada 
elemento de la columna j de la matriz B y sumándolos. 


2 0 1 1 0 1 
AB=|3 0 0j-|1 2 1|= 
5 1 1 1 1 0 


2+1+0-1+1-1 2-0+0-2+1-1 2+.1+0+1+1-0 
=|3+-1+0+1+0+1 3+0 + 0-2 + 0-1 3+1+0+1+0+0|= 
59+1+1+.1+1+.1 5+-0+1+2+0-+1 5+1+1+.1+1+0 


3 1 2 
=|3 0 3 
? 3 6 


Solución de un sistema de ecuaciones por medio de Matriz Inversa 


Método para sistemas de 3 ecuaciones, y de incógnitas. Se multiplica la matriz inversa, para obtener los 
resultados de las incógnitas. Suponiendo que A es la matriz, y B son los resultados. 


Ejemplo: a 
A” (AX)=A`B 
X = A'B 


De acuerdo a lo anterior tenemos, la matriz A que multiplica a las variables X y esto es igual a la matriz B. 


x — 2y — 4%z = 1 ——— 1 =2 —4 X —— 7 
2x — 3y — 6z = 5 — 2 -3 —6 Y | ——p 5 
—3x + 6y + 15z=0 ——————— | -3 6 15 zZz | — o 


Siguiendo la primera deducción, primero obtenemos la inversa de la primera matriz, asi: A partir de la matriz de 
coeficientes, se tiene como propósito dejar una matriz identidad donde está la de coeficientes, 


Se trata de obtener en la primera columna el uno y 
los ceros que aparecen en la matriz de la derecha. 


En este caso, ya está el uno, ahora hay que multiplicar ese uno por un 
número que sumado al numerro de abajo del uno, de como resultado 
cero. Y hacer esta operación con todo el renglón. 


Se muttpt® 1 por (-2) = -2, + 2 del renglón de abajo, lo que da_cero, 
luego continuas a la derecha, con -2 por (-2) = 4, + (- que da 1, y así 
sucesivamente a la derecha, obteniendo-«*-cr8vo renglón. 


Ya tenemos nuestro primer 0, en el segundo renglón, ahora 
para el tercero hacemos el misma procedimiento, pero ahora 
o o 1 sumando el tercer renglón. Ejemplo: 1 por 3 = 3, + (-3)= 0 
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Obteniendo: 
0.0 . 
Ahora continuamos con la segunda columna, y hacemos el 
-2 1 0 mismo procedimiento; ya sólo nos hace falta el cero de arriba. 
O 1 
Obteniendo: 
1 O O 100 Por último, para obtener el uno de la tercera columna, y para 
01.2 -2 1 0 lograrlo hay que dividir entre 3 (toda el renglón) 
0.00 3 1 
Quedando así: 
1 0 0 Ahora ya sólo nos falta lograr un cero y lo logramos 
O 1 2 ejecutando el mismo procedimiento de multiplicar este 
renglón donde esta el uno (tercer renglón) por un número (-2) 
O O 1 O 1/3 y sumarlo a otro renglón. 
1 O O Esta forma nos indica que ya 1 O O 
O 1 O |t está terminada nuestra —4 1 -—3 |e— Matriz inversa. 
o o 1 matriz inversa. 1 o Es 


Ahora sólo queda multiplicarla por la columna de X, Y y Z para obtener nuestras incógnitas. 


1.0.0 Ñ 7 | | 21+ 10+ 10 -11|t> x 
-4 1 -2 5 | |-28+ 5+ 0 -23| 4> Y 
1 0 4 (0) 7+ 0+ 0 7 J> Z 
Y comprobando en cualquiera de las ecuaciones: 
z—2y—4z=7 

-11-2(-23)-4(7)= 7 

-11+46-28= 7 

46-39 = 7 


Solución de un sistema de ecuaciones por método de Gauss - Jordan 


En este metodo se trata de obtener la matriz triangular superior con el mismo metodo explicado de 
multiplicar renglones y sumar renglones, en la matriz formada por los coeficientes de las incognitas, 
influyendo tambien a la matriz de los terminos independientes colocada a la derecha como una columna: 


l1 -2 -47 le file 
2 -3 -65 0 1 cid 
-3 6 150 0 0 alb 


e Donde a y b son números obtenidos mediante el proceso. Despues de esto se resuelve la ecuación 
formada por a, b y la incognita “z”, es decir: az = b, obteniendose el primer valor, que será el de z. 

e Despues este valor se usa para crear una segunda ecuacion que junto con el renglon del medio se forma 

para despejar “y” asi: 1y + cz = d. 

e Y finalmente usando el valor de “y” y de “z” junto con el primer renglon se forma la ultima ecuación para 


despejar el valor de “x”, asi: 1x + ey + fz =g 
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6 -8 27 
a*t=ls —< 13 
1-1 4 
—1 0 1 
A1=]|10 + 41 
-8 -3 9 
-3 4 8 
A™i=|2 -3 —6 
8 —11 -2 
2 4 2 
Ai=|-5 —1 -5 
1 0 1 
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Solución de un sistema de ecuaciones por método de DETERMINANTES (2X2) 


Para explicar el método de determinantes, es necesario mencionar antes lo que es una matriz: Es un 
arreglo de numeros dispuestos en renglones y columnas, cuyo conjunto de números se identifica por un solo valor, 
llamado determinante. 

Existen matrices de cualquier cantidad de renglones y cualquier cantidad de columnas, y el tratamiento que 
se le da a todas ellas, no esta dentro de los alcances de este libro, aunque si tomaremos el estudio de las matrices 
cuadradas, de 2 por 2 y de 3 por 3, renglones por columnas. 


El determinante de una matriz cuadrada nos ayudará a la solución de sistemas de ecuaciones, pero 


tenemos que comenzar por saber ¿como se obtiene un determinante? : 


b 
Para una matriz de 2 por 2 como: E A su determinante se calcula restando al producto (a)(d) el producto (b)(c). 
C 


Var: - 00) 12-102 


Por lo tanto el determinante de esta matriz es 2 


4 -5 Asegúrese d d 
vw G F FOO-t99-12710-22 E 
de signos. 
4 ES 
Vgr: i BES 3)-(-5/22)=-12-10=-22 


¿pero como se resuleve un sistema de ecuaciones por determinantes? 


Primero debemos saber “fabricar” tres matrices a partir de un sistema de ecuaciones, que llamaremos: 


e Determinante de x: Ax 
e Determinante de y: Ay 
e Determinante del sistema: AS 


Teniendo un sistema de ecuaciones de la forma siguiente: 
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(en caso de no tener esta forma habrá que dársele ya que sin esta, es seguro que habrá error): 


+by = 
EA (tomando en cuenta solo los coeficientes con su respectivo signo ) 
dx+ey=f 
a b c b a c 

As = Ax = Ay = 

d e 7 f e pea d f 

! 2 lA r á 

E o 


Y e 


v j yes 
El determinante del sistema se forma-con solo los coeficientes ordenados como se mencionó . 


1 
$ e 


Para el determinante de X, eg Como si lą columna de los términos independientes pasara a ocupar el 
lugar EN VEZ DE la columna delas X, y volviéramos a tomar los coeficientes que “se ven”. 

Para el determinante de Y, es como si la columna de los términos independientes pasara a ocupar el 
lugar EN VEZ DE la columna de la Y, y volviéramos a tomar los coeficientes que “se ven”. 


Una vez obtenido los determinantes de cada matriz, las soluciones del sistema se dan obteniendo los 
siguientes cocientes: 


Ax Ay 
X= — y= == 
As As 
4x+5y =-32 
Vgr: 
3x-5y=11 
[4 5 
As=| MES 5)-(5X3)=-20-15=-35 
Ax= de 7 IAS 16055105 
Ay = a MESI 1)-(-32%3)=44+96=140 
y A 105, y Ay 0, 
As -35 As -35 


Como este método es completamente “aritmético” sin hacer uso de operaciones algebráicas, es usado para 
programar algoritmos computacionales de solución de sistemas de ecuaciones, y aun más, este método puede 


soportar soluciones de sistemas de decenas de incógnitas. 
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SISTEMAS DE 3 ECUACIONES CON 3 INCOGNITAS 


Los métodos de solución para este caso son los mismos mostrados en la sección anterior (sistemas de 2 x 2), es decir, 
reducción, igualación, sustitución y determinantes, y solo será nuevamente la aplicación de ellos. 
PROCEDIMIENTO GENERAL 


Tomando en cuenta que ahora son 3 incógnitas a encontrar, el proceso de solución para resolver estos sistemas se 


muestra a continuación: y | nicio | 


A A A 
1 l ] 
1 ! ] 
l l l 
I i l 
i | PRIMERA REDUCCION | l SEGUNDA REDUCCION P 
l l l 
1 l l 
1 l l 
| | | 
I I 
| A l A l 
l l l l [ 
l l L l | 
1 l l l 1 
I l l l [ 
I ] l I l 
I l | I ] 
I l I ] 
I l |] I 
I l l I 
I l l I 
I l | [ 
1 l ] ] 
| l I I 
| i I I 
i 1 PRIMERA SOLUCION i i 
1 l ] [ 
1 l | i 1 I 

I I 
i ¡A > E E EE Y. 1 
i E Sustitución en ec. 40 ec. 5 i 
I I 
1 I 
1 I 
I I 
I L 
I I 
I I 

M Y 


TERCERA SOLUCION 


Este proceso es idéntico para 3 de los métodos mencionados, excepto para determinantes, lo único que 


hace diferente a cada caso, es la manera interna en que se hace la primera, segunda y tercera reducción de las 
ecuaciones. Puede ser que algún sistema sea más corto y podamos saltar pasos, pero siempre respetando el 


orden y secuencia del cuadro sinóptico anterior llegaremos a su solución. ( Nota: La selección de las parejas 
de ecuaciones del principio se puede cambiar , es decir que se puede comenzar combinando cualquier 
par de ecuaciones 1, 2 ó 3.). 
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EL PROCESO EN ACCIÓN: 


2x+4y+32=3 
Var: 10x-8y-92=0 Por suma y resta 
4x+4y-3z=2 
Primera reducción Segunda reducción Tercera reducción y 1er valor 


1 2x+4y+3¿=3 1 2x+4y+32=3 6x+8y=5 


3 4x+4y- 3222 E ISA O 
O 1 6x+12y+92=9 4 6x+8y =5 


¿ 2x18y 0-18 
2 10r-8y-9=0 + B2x$8y 8-18 
5 16x+4y=9 


4 6x+8y=5 


Primera sustitución y 2° valor Segunda sustitución y 3er valor 


2x+4y+32=3 


OROS 


1+1+3z=3 


_ 3-2 


Z 


Es importante en estos sistemas conservar un BUEN ORDEN durante el proceso por la cantidad de 
operaciones a realizar, además se recomienda tener mucho cuidado a cada paso, ya que un solo signo u 
operación mal efectuada, hecha a perder todo el ejercicio. 
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Solución de un sistema de ecuaciones por método de DETERMINANTES (3X3) 


Para un sistema de ecuaciones de 3 por 3, el formar las matrices lleva el mismo procedimiento que se 
explicó en sistemas 2 x 2, solo que ahora se van a formar 4 matrices: de x, de y, de z y del sistema, y estas 
quedarán formadas por 3 renglones y 3 columnas. 


El determinante de una matriz de 3 por 3 se obtiene de diferente forma (regla de Sarrus): 


Procedimiento: 

Se repiten las 2 primeras columnas de la matriz original, a la derecha de la misma. — 
Se obtiene la suma de, el producto de las “diagonales derechas” 

Se obtiene la suma de, el producto de las “diagonales izquierdas” 

Se obtiene la diferencia de las sumas anteriores, paso 2 menos paso 3. 


Pon 


ED BX- D6)+ 0X61) 


TOEA AOE- 


1-[-26]= 27 


Para obtener el determinante se pueden repetir las 2 primeras columnas del paso 1, ó también se puede 
comenzar por repetir los 2 primeros renglones, colocándolos debajo de la matriz original, como se 
mostrará más adelante. 


Var: 
2x+4y+32=3 i 
10x-8y-9z=0 

4x+4y-32=2 


2 4 3 10 -8 -9 
KR As=110 -8 -9ļ|=14 4 -3|= 

4 4 -3 2 4 3 $ ------ = sistema. 
|10 -8 -9| ¢------- 
(48)+(120)+(-144)-[(-96)+(-72)+ (-120)]= 
24-[-288]=312 


Se obtiene el 
determinante del 


[3 4 3] 
3 4 3 0 -8 -9 
e Ax=|0 -8 -9|=[2 4 -3|= Se obtiene el 
2 4 -3 3 4 3 determinante de ‘x’. 
[0 -8 -9| 
(72)+(0)+(-72)-[(-48)+ (-108)+ (0)]= 


0-[-156]=156 
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2 3 3] Se obtiene el 
303 10 0 -9 determinante de ‘y’. 
Y Ay=110 0 -9|= 4 2 -3|= 
4 2 -3 2 3 3 Para ilustrar una variación de la regla de Sarrus, observe 
10 0 -9 como se han repetido los dos primeros renglones en cada 
= = matriz y se han colocado por debajo. Su solución sigue 
(0)+(60)+ ( 108) [(0)+ ( 36)+ ( 90)|= siendo “por diagonales”, como se explicó. 
-48-—[-126]=78 
[2 4 3] 
2 4 3 10 -8 0 Se obtiene el 
/ Az=l10 -8 ol=l4 4 2l= determinante de ‘z’. 
4 4 2 2 4 3 
¡10 -8 0] 
(-32)+ (120)+(0)-[(+96)+ (0)+(80)] = 
88-|-16]=104 
Ax 156 11! Ay 7811! Az 104 110 
Xx = — = —— F — | y= — = ——H 1 Z==—= —— ia 1 
As 312 ;2! As 312 ¡4! As 312 13! 


4 


3 


Este sistema ya se ha resuelto por otro método (reducción, en páginas anteriores), en donde se puede 


comprobar los resultados. 


El sistema anterior se ha resuelto repitiendo las dos primeras filas en el cálculo del determinante como indica la nota en 
el recuadro, Usted elija cual es más cómoda, repetir columnas ó repetir renglones, según el espacio que disponga para su 


solución. 


DETERMINANTES POR COFACTORES 


Existe otro método para encontrar el determinante de una matriz que involucra el concepto de COFACTORES, que facilita 


mucho los cálculos y el espacio para encontrar el determinante: 


Var: tols + 
E | +2(+2+1)=6 
6 -2 -1|= -3(-6+3)=9 6+9+12=27 
3 1 -1 +1(6+6)=12 


Como se puede observar este método es muy rápido y muy corto, y aunque el estudio y alcance de los 
cofactores es muy potente y amplio, incluimos este procedimiento bastante limitado pero suficiente para facilitar los 
cálculos: 

Procedimiento: 
1. Sobre cada número de la primera fila coloque un signo, comenzando con uno positivo en el primero, un 


negativo en el segundo y un positivo en el tercero. 
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2. Multiplique algebraicamente ese signo con cada número que le corresponde (solo en la primera fila). 
Acaba de obtener el primer cofactor, segundo y tercero. 


3. Multiplicar el primer cofactor por, el determinante de la matriz formada al “tapar” la fila y la columna 
respectiva del cofactor que se trate, en este caso será el primer renglón y la primera columna quedando 


para solucionar la matriz: 


E cuyos calculos casi son mentales: (-2X-1)-(-1X1)=2+1, por el cofactor 


(+2) 
4. Multiplicar el segundo cofactor por, el determinante de la matriz formada al “tapar” la fila y la columna 
respectiva del cofactor que se trate, en este caso será el primer renglón y la segunda columna quedando 


E 6 
para solucionar la matriz: A 


, cuyos calculos casi son mentales, (5-)- (706) = -6+3, por el cofactor (- 


3) 
5. Multiplicar el tercer cofactor por, el determinante de la matriz formada al “tapar” la fila y la columna 


respectiva del cofactor que se trate, en este caso será el primer renglón y la tercera columna quedando 


6 
para solucionar la matriz: |, cuyos calculos casi son mentales. (6)1)-(-2]3)=6+6, por el cofactor (+1) 


6. Sumar algebraicamente los resultados de los pasos 3, 4 y 5. 
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REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN SISTEMA DE 3 X 3 


EJEZ 
Esta es la representación del plano en el primer cuadrante de los 8 


que hay en el espacio. Se aprecia como si fuera un triángulo, sin 
embargo esto no es así, las líneas que se ven como triángulo son 
la marca que deja el plano al atravesar los otros 3 que conforman el 
primer cuadrante (no se aprecia aquí la continuación del plano que 
intersecta ya que es infinito.. 


Esta es la representación del plano que genera la ecuación: 


4x+3y+2z=12 


EJE Y 


EJEZ 
Esta es la representación de dos de los planos anteriores en 


el primer cuadrante. La línea punteada que se observa es la 
intersección de estos dos planos. Cuando resolvemos un 
sistema 3 x 3 y hacemos la primera reducción (con 2 
ecuaciones, o sea 2 planos como estos) el resultado es la 
ecuación 4, que es precisamente una recta, en este caso la 
línea punteada (o más bien dicho, su reflejo sobre el plano 
que se quiera según la variable reducida). 


EJE Z Z q 
Esta es la representación de los tres planos (3 ecuaciones) 


intersectados, en donde las líneas punteadas son las 
intersecciones de cada par de planos, y además se observa 
donde también coinciden las tres líneas punteadas, que es 
precisamente la coordenada solución del sistema. 


EJE Y 


Tres planos de 


dimensiones finitas 


que se cortan. 
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